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变截面旋转裂纹梁横向振动特性的研究

韩伟,毛崎波,田文昊
(南昌航空大学 飞行器工程学院,南昌暋330063)

摘暋要:对损伤结构进行动力特性分析是进行无损检测的重要基础,而对于旋转梁结构的裂纹损伤动力特性

研究,却鲜有文献涉及。以变截面旋转裂纹梁为研究对象,对其横向振动特性进行研究,提出一种求解变截面

旋转裂纹梁横向振动特性的新方法。首先利用扭转弹簧模拟裂纹效应,建立含裂纹梁局部柔度模型,然后采用

Frobenius方法求解振动方程,得到方程的级数解析解,并研究裂纹位置和深度对振动频率的影响,分析不同损

伤程度、不同转速工况下梁的前两阶固有频率变化情况。结果表明:本文方法是有效的,转速和损伤程度的变

化并非独立影响梁的固有频率,两者间具有耦合作用机理,对于变截面梁同样成立。
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ResearchonTransverseVibrationCharacteristicofRotatingCracked
BeamswithVariableCross灢section

HanWei,MaoQibo,TianWenhao
(SchoolofAircraftEngineering,NanchangHangKongUniversity,Nanchang330063,China)

Abstract:Thedynamiccharacteristicsanalysisofdamagestructureisanimportantbasisfornon灢destructivetes灢
ting.However,therearefewliteraturesconcerningthestudyofdynamiccharacteristicsofrotatingcracked

beams.Takingrotatingcrackedbeamswithvariablecross灢sectionastheresearchobject,thetransversevibra灢
tioncharacteristicsofrotatingcrackedbeamsareinvestigated,andanewmethodtosolvethetransversevibra灢
tioncharacteristicsofrotatingcrackedbeamsisproposed.Thetorsionspringisusedtosimulatethecrack

effect,andtheflexibilitymodelofcrackedbeamsmodelisestablished.TheFrobeniusmethodisusedtosolve

thevibrationequation,andobtaintheseriesanalyticsolutionoftheequation.Theeffectofcrackpositionand

depthonvibrationfrequencyisstudied,andthevariationoffirsttwo灢ordernaturalfrequencyofbeamisanalyzed

underdifferentdamagedegreesandspeeds.Theresultsshowthattheproposedmethodiseffective,thechange

ofrotatingspeedanddamagedegreedonotaffectthenaturalfrequencyofthebeamindependently,andthereis

acouplingmechanismbetweenthetwoitems.Theconclusionsaresuitableforbeamswithvariablecross灢sec灢
tion.
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0暋引暋言

在航空工程中,有很多梁结构处于旋转运动状

态,如螺旋桨、涡轮叶片等。这些结构在复杂恶劣

的自然环境中长期处于高强度、高负荷运行状态,
容易出现裂纹损伤。因此,对这些结构进行健康监

测十分必要,以振动测试技术为代表的无损检测技

术具有实时、高效、环境适应性强等优点,逐渐引起

了国内外众多学者的广泛关注[1灢4]。而对损伤结构

进行动力特性分析是进行无损检测的重要基础。
目前大部分研究主要集中在非旋转损伤梁结构的

动力特性的研究,如大跨度桥梁、桥式起重机等,而
对于螺旋桨、涡轮叶片等旋转梁的裂纹损伤动力特

性的研究,至今只有少量文献涉及。

LiuC等[5]提出了一种裂纹六面体有限元法,
用于裂纹叶片的动态分析,解决转子系统叶片裂纹

建模精度与效率之间的矛盾。乔社宁等[6]通过搭

建风机在自由悬挂状态下的试验模态分析平台,分
别在无裂纹和不同裂纹深度等8种情况下对叶片

振动特性进行了试验研究。研究结果表明:离心式

风机叶轮结构固有频率随裂纹深度的增加而单调

下降,裂纹越深,固有频率下降越快。范博楠等[7]

研究了叶盘叶片进气及出气边产生的横向贯穿型

裂纹的分布位置及深度变化对叶片一阶弯曲振动

特性的影响,结果发现:当叶片进气或出气边位置

阈值内出现裂纹及扩展时,一阶弯曲振动频率会小

于正常值,此时叶片的一阶弯曲共振区域会增大。
蒋宪宏等[8]对具有刚柔耦合效应的带裂纹旋转柔

性梁进行建模和动力学特性分析研究,结果发现:
裂纹梁的固有频率与裂纹处的弯矩正相关。J.W.
Lee等[9]基于局部柔度模型模拟裂纹效应,用幂级

数法结合传递矩阵法求解了含裂纹旋转梁振动特

性,并讨论了转速与损伤程度对梁结构振动特性的

联合影响机理。但是上述方法主要是针对等截面

梁,且过程较为繁琐,计算程序复杂。
本文采用Frobenius方法将文献[9]等截面梁

模型推广到高度和宽度均可按任意比例线型变化

的梁体,提出一种求解变截面旋转裂纹梁横向振动

特性的新方法,并通过数值算例验证该方法的有效

性以及文献[9]中的结论,此外还研究裂纹位置和

深度对振动特性的影响。

1暋含裂纹梁局部柔度模型

以旋转悬臂梁为基础建立裂纹梁局部柔度模

型,如图1所示。梁上含有n个开口裂纹,第i个

裂纹距梁固定端的距离为xi,深度为hi,由文献

[10]可知,裂纹可用无质量扭转弹簧模拟。

图1暋含裂纹旋转梁局部柔度模型

Fig.1暋Localflexibilitymodelofarotatingcrackedbeam

梁的长度为L,梁的密度和弹性模量分别为氀、

E,转轴半径为r,转速为毟,梁截面为矩形,其高度

h(x)和宽度b(x)沿x轴方向减小,可以表示为
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式中:h0 和b0 分别为梁固定端截面的高度和宽度;

ch 和cb 分别为高度和宽度的渐变系数;当cb,ch 均

为0时,为均匀梁。
基于欧拉-伯努利梁理论,第i段完整梁的横

向自由振动微分方程[11]为
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x暿[xi-1,xi],A(x)和I(x)分别是横截面积
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T(x)=曇
L

x
氀A(x)毟2(r+x[ ])dx (6)

式中:A0 =b0h0,I0 =
b0h3

0

12
,毩1 =- (cb +3ch),

毩2=3ch(cb+ch),毩3=-c2
h(3cb+ch),毩4=cbc3

h

2暋梁振动方程的Frobenius方法解

根据振动分析理论可知,梁的横向位移函数可

分离为空间函数和时间函数,即方程(3)的解具有

如下形式:

w(x,t)=毤(x)ei氊t (7)

式中:i= -1;毤(x)和氊分别为振型函数和固有

频率。
将式(7)代入式(3)进行变量分离并将变量无

量纲化,可得
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根据Frobenius方法[12],第i段完整梁的自由

振动位移可以表示为

毜i(X)=N1iF1(X)+N2iF2(X)+N3iF3(X)+
N4iF4(X) (9)

式中:Fj(X)=暺
曓

n=0
an+1(cj)Xn+cj,j=1,2,3,4;X=

x/L,系数N1i,N2i,N3i,N4i(i=1,2,3,...,n+1)
可由梁边界条件、裂纹处连续性条件来确定。

裂纹梁边界条件为
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由文献[10]可知,在第i条裂纹处连续性条

件为
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式中:Xi 为裂纹相对位置,Xi=xi/L。毴i 为梁的第

i条裂纹引起的无量纲柔度[13]。

毴i=5.346h0·J(si) (13)

J(si)=1.8624s2
i-3.95s3

i+16.37s4
i-37.226s5

i+
76.81s6

i -126.9s7
i +172s8

i -143.97s9
i +

66.56s10
i (14)

式中:si 为相对裂纹深度,si=hi/h0。
由于式(13)中的无量纲柔度毴i 为J(si)和固

定端截面高度h0 的函数,因此必须给定梁的固定

端截面高度h0 才能得到无量纲柔度毴i。
联合边界条件、裂纹处连续性条件、质量块处

连续性条件可以得到由4(n+1)个方程组成的齐

次线型方程组:

K(毸)N=0 (15)
式中:

K(毸)=
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N= N11,N21,N31,N41…N1,n+1,N2,n+1,N3,n+1,N4,n+[ ]1
T

暋暋因方程(15)存在非零解,故得到频率方程:

旤K(毸)旤=0 (16)
由式(16)可解出无量纲固有频率毸。

3暋数值模拟

3.1暋方法有效性验证

为了验证本文方法的有效性,以图1所示的旋

转 裂 纹 梁 为 研 究 对 象,设 置 其 弹 性 模 量
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E=200GPa,密 度氀=7850kg/m3,转 轴 半 径

r=0mm,梁长L=800mm,转速毟=300rad/s,
固定端截面宽度b0=30mm,高度h0=10mm,相
对裂纹深度s=0.5,宽度渐变系数cb=0,高度渐变

系数cb=0~0.8,采用本文方法计算得到裂纹位于

Xc=0.2,0.4,0.8三种工况下的前四阶固有频率,
并将结果与文献[9]进行比对。文献[9]仅给出了

等截面梁的结果,包含在本文的结果中。因之前在

Frobenius方法的计算推导过程中对振动控制方

程进行了无量纲化处理,使得关于旋转梁的各参数

(转速毟、转轴半径等r)无量纲化,而文献[9]中的

各参数均是有量纲的,故需先对文献[9]中的各参

数(转速毟、转轴半径r)进行无量纲化处理得到无

量纲化的各参数(转速U、转轴半径R),再运用本

文方法计算得到无量纲化的固有频率毸,然后将无

量纲固有频率有量纲化。
裂纹位于Xc=0.2,0.4,0.8三种工况下的前

四阶固有频率如表1~表3所示,可以看出:采用

本文方法计算得到的前四阶固有频率与文献[9]中
的结果匹配良好;随着高度渐变系数的增加,一阶

固有频率呈现递增趋势,而其他三阶频率均呈现下

降趋势。这是因为影响变截面梁基频的主要因素

为其根部的质量比重,而影响较高阶频率的主要因

素为梁的平均柔度。

表1暋含裂纹旋转梁前四阶固有频率(Xc=0.2,x=0.5)

Table1暋Thefirstfour灢ordernaturalfrequenciesof

rotatingcrackedbeamsat(Xc=0.2,x=0.5)

阶数
固有频率/Hz

ch=0 ch=0[9] ch=0.2 ch=0.4 ch=0.6 ch=0.8

1 51.89 51.90 52.22 52.67 53.31 53.72

2 145.04 145.09 140.21 134.94 129.09 124.69

3 298.72 298.31 279.44 259.02 237.00 206.04

4 516.22 513.78 475.28 431.89 384.83 317.15

表2暋含裂纹旋转梁前四阶固有频率(Xc=0.4,x=0.5)

Table2暋Thefirstfour灢ordernaturalfrequenciesof

rotatingcrackedbeamsat(Xc=0.4,x=0.5)

阶数
固有频率/Hz

ch=0 ch=0[9] ch=0.2 ch=0.4 ch=0.6 ch=0.8

1 51.91 51.94 52.25 52.71 53.37 54.46

2 144.49 144.31 139.75 134.58 128.81 122.34

3 298.20 297.59 278.59 257.94 235.78 211.16

4 521.25 520.84 480.02 435.90 387.65 332.63

表3暋含裂纹旋转梁前四阶固有频率(Xc=0.8,x=0.5)

Table3暋Thefirstfour灢ordernaturalfrequenciesof

rotatingcrackedbeamsat(Xc=0.8,x=0.5)

阶数
固有频率/Hz

ch=0 ch=0[9] ch=0.2 ch=0.4 ch=0.6 ch=0.8

1 51.91 51.94 52.25 52.71 53.37 54.46

2 144.68 144.56 139.85 134.61 128.80 122.35

3 295.58 293.72 276.21 255.89 234.22 210.30

4 508.01 506.33 470.49 427.88 382.10 330.02

3.2暋裂纹位置和深度对梁振动频率的影响

分析

为了进一步研究开口裂纹损伤对变截面旋转

梁振动频率的影响,设置无量纲转速U=3,无量纲

转轴半径R=1,厚度h0=0.02m,宽度渐变系数

cb=0.3,高度渐变系数ch=0.5,裂纹相对位置Xc

在固定端和自由端之间移动,相对裂纹深度s=0,

0.1,0.2,0.4,前三阶无量纲固有频率随裂纹位置

和深度的变化情况如图2~图4所示。

图2暋一阶固有频率变化

Fig.2暋Changesofthefirst灢ordernaturalfrequency

图3暋二阶固有频率变化

Fig.3暋Changesofthesecond灢ordernaturalfrequency
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图4暋三阶固有频率变化

Fig.4暋Changesofthethird灢ordernaturalfrequency

从图2~图4可以看出:随着裂纹深度的增

加,梁的前三阶固有频率均有逐渐减小的趋势,当
裂纹位于固定端附近时,对固有频率的影响最大,

对于第一阶固有频率,当裂纹向自由端移动时,裂
纹损伤对其影响逐渐减弱,当裂纹移动至接近

Xc=0.8时,梁的固有频率几乎不再变化;对于第

二阶固有频率,当裂纹位于 Xc=0.25,0.95附近

时,无论裂纹深度如何变化,均不会对其造成影响,

即为无效损伤位置;对于第三阶频率,当裂纹位于

Xc=0.15,0.55,0.95附近时,为无效损伤位置。

3.3暋损伤程度和转速对梁振动频率的联合

影响分析

下面讨论损伤程度和转速同时变化时前两阶

固有频率的变化情况。以钢制矩形变截面单裂纹

悬臂梁为算例,设定弹性模量E=200GPa,密度

氀=7850kg/m3,梁长L=1m,固定端截面宽度

b0=0.1m,高度h0=0.1m,转轴半径r=0.5m,

宽度渐变系数cb=0.1,高度渐变系数ch=0.3,梁
的转速n在0~10000rpm 之间渐变,相对裂纹深

度s在0~0.5之间渐变。由前述分析可知,当裂

纹位于固定端附近时,前两阶固有频率均出现最大

衰减,为了体现裂纹损伤的影响,在数值计算中,设
置裂纹相对位置为Xc=0.05。计算得到转速和相

对裂纹深度连续变化时梁的前两阶固有频率,结果

分别如图5~图6所示,可以看出:随着裂纹加深,

前两阶固有频率均出现相应的衰减,但是随着转速

增加,裂纹损伤所导致的频率衰减程度有逐渐减小

的趋势;转速的增加使得梁的前两阶固有频率增

大,并且随着裂纹加深,这种由转速提升引起的固

有频率提升有逐渐增大的趋势。由此可见,损伤程

度和转速对梁的前两阶固有频率具有明显的叠加

作用效果。

图5暋一阶固有频率变化

Fig.5暋Changesofthefirst灢ordernaturalfrequency

图6暋二阶固有频率变化

Fig.6暋Changesofthesecond灢ordernaturalfrequency

为了进一步量化这种叠加作用效果,设不同裂

纹深度所对应的前两阶固有频率分别为f1s和f2s,

不同旋转速度所对应的前两阶固有频率分别为f1n

和f2n,计算不同裂纹深度下转速变化引起的前两

阶固有频率比f1n/f1 和f2n/f2 以及不同转速下

裂纹深度变化引起的前两阶固有频率比f1s/f1 和

f2s/f2,结果如表4~表5所示。
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表4暋转速变化引起的一阶和二阶固有频率比值

Table4暋Ratiosoffirst灢orderandsecond灢ordernaturalfrequencychangedwithrotatingspeed

相对

裂纹

深度

一阶固有频率比f1n/f1(%) 二阶固有频率比f2n/f2(%)

初始频

率/Hz

转速/rpm

2000 4000 6000 8000 10000

初始频

率/Hz

转速/rpm

2000 4000 6000 8000 10000

0 87.70 113.99 147.93 190.96 237.78 286.31 465.61 102.54 109.80 120.93 134.95 151.02

0.1 86.61 114.25 148.72 192.34 239.77 288.92 461.19 102.58 109.97 121.27 135.49 151.79

0.2 83.73 114.98 150.96 196.26 245.41 296.31 450.40 102.70 110.41 122.17 136.92 153.78

0.3 79.26 116.30 155.00 203.28 255.47 309.46 435.61 102.89 111.10 123.57 139.13 156.84

0.4 73.17 118.56 161.75 214.89 272.00 330.93 418.74 103.14 112.01 125.41 142.01 160.80

0.5 65.36 122.48 173.10 234.07 299.00 365.71 401.40 103.44 113.12 127.59 145.40 165.42

表5暋裂纹深度变化引起的一阶和二阶固有频率比值

Table5暋Ratiosoffirst灢orderandsecond灢ordernaturalfrequencychangedwithcrackdepth

转速/rpm

一阶固有频率比f1s/f1(%) 二阶固有频率比f2s/f2(%)

初始频

率/Hz

相对裂纹深度

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

初始频

率/Hz

相对裂纹深度

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0 87.70 98.75 95.47 90.38 83.43 74.52 465.61 99.05 96.73 93.56 89.93 86.21

2000 99.97 98.97 96.30 92.21 86.78 80.08 477.43 99.09 96.89 93.88 90.46 86.97

4000 129.74 99.28 97.43 94.69 91.23 87.20 511.24 99.20 97.27 94.66 91.75 88.81

6000 167.48 99.46 98.12 96.20 93.89 91.35 563.06 99.33 97.72 95.60 93.26 90.96

8000 208.54 99.58 98.53 97.10 95.44 93.71 628.34 99.45 98.15 96.45 94.64 92.89

10000 251.10 99.65 98.81 97.68 96.44 95.19 703.18 99.55 98.50 97.16 95.75 94.43

暋暋从表4可以看出:随着转速的逐渐提升,一阶

固有频率比值逐渐增大;但是当梁发生裂纹损伤

后,这种由旋转效应引起的固有频率提升随相对裂

纹深度的增加而变得更加显著。当相对裂纹深度

s=0 时,f1n/f1 由 转 速 n=2000rpm 时 的

113.99% 提 升 为 转 速 n =10 000 rpm 时 的

286.31%,当相对裂纹深度s=0.5时,f1n/f1 由转

速n=2000rpm 时 的122.48% 提 升 为 转 速

n=10000rpm时的365.71%。

从表5可以看出:随着相对裂纹深度逐渐加

深,一阶频率衰减量逐渐增大;但是当梁旋转后,这

种由裂纹损伤引起的频率衰减幅度随转速的提升

有逐渐减小的趋势。当转速n=0时,f1s/f1 由裂

纹深度s=0.1 时的 98.75% 下降至裂纹 深 度

s=0.5时的74.52%,当转速n=10000rpm 时,

f1s/f1 由裂纹深度s=0.1时的99.65%下降至裂

纹深度s=0.5时的95.19%。

通过观察表4和表5的二阶固有频率比值发

现转速和损伤程度与前两阶固有频率比值均有同

样的耦合作用效应。但相比之下,这种耦合作用效

应对一阶固有频率比值的影响更为显著。

上述分析所得出的结论和文献[9]中的结论一

致,从而进一步验证了文献[9]中的结论,并将该结

论的适用范围从均匀梁拓展到了变截面梁。

4暋结暋论

(1)对于变截面梁,随着高度渐变系数的增

加,一阶固有频率呈现递增趋势,而其他三阶频率

均呈现下降趋势。

(2)当裂纹位于梁的固定端附近时,对固有频

率的影响最大,前三阶固有频率分别包含一、二、三

个无效损伤位置。

(3)转速和损伤程度对前两阶固有频率比值

均有耦合作用效应,相比之下这种耦合作用效应对
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一阶固有频率影响更为明显。该结论不仅适用于

均匀梁,对变截面梁也同样适用。

参考文献

[1] CardenEP.Vibrationbasedconditionmonitoring:Are灢
view[J].StructuralHealthMonitoring,2004,3(4):355灢

377.暋
[2] Fan W,Qiao P.Vibration灢baseddamageidentification

methods:Areviewandcomparativestudy[J].Structural

HealthMonitoring,2011,9(3):83灢111.
[3] 李录平,李芒芒,晋风华,等.振动检测技术在风力机叶片

裂纹故障监测中的应用[J].热能动力工程,2013,28(2):

207灢212.

LiLuping,LiMangmang,JinFenghua,etal.Applications

ofthevibrationdetectiontechnologiesin monitoringthe

bladecrackfaultofwindturbines[J].JournalofEnginee灢
ringforThermalEnergyandPower,2013,28(2):207灢

212.(inChinese)

[4] Khiem N T,TranT H.Aprocedureformultiplecrack

identificationinbeamlikestructurefromnaturalvibration

mode[J].JournalofVibration & Control,2013,20(9):

1417灢1427.暋
[5] LiuC,JiangD.Crack modelingofrotatingbladeswith

crackedhexahedralfiniteelementmethod[J].Mechanical

Systems&SignalProcessing,2014,46(2):406灢423.
[6] 乔社宁,李兵.离心式风机含裂纹叶片的试验模态分析

[J].流体机械,2016,44(11):11灢14.

QiaoShening,LiBing.Experimentalmodalanalysison

bladecrackdetectionofthecentrifugalfan[J].Fluid Ma灢
chinery,2016,44(11):11灢14.(inChinese)

[7] 范博楠,张玉波,王海斗,等.裂纹参数变化对叶片低阶弯

曲振动特性的影响[J].表面技术,2015(9):96灢101.

FanBonan,ZhangYubo,WangHaidou,etal.Effectof

variationincrackparametersonthecharacteristicsofblades

low灢orderflexuralvibration[J].SurfaceTechnology,2015
(9):96灢101.(inChinese)

[8] 蒋宪宏,邓子辰,李庆军,等.带裂纹旋转柔性梁系统的刚

柔耦合动力学研究[J].计算力学学报,2016,33(4):564灢

569.暋

JiangXianhong,DengZichen,LiQingjun,etal.Rigid灢
flexiblecoupling dynamicanalysisofarotatingflexible

beam withcracks[J].ChineseJournalofComputational

Mechanics,2016,33(4):564灢569.(inChinese)

[9] LeeJW,LeeJY.In灢planebendingvibrationanalysisofa

rotatingbeamwithmultipleedgecracksbyusingthetrans灢
fermatrixmethod[J].Meccanica,2016,52(4/5):1143灢

1157.暋
[10] OstachowiczW M,KrawczukM.Analysisoftheeffectof

cracksonthenaturalfrequenciesofacantileverbeam[J].

JournalofSoundandVibration,1991,150(2):191灢201.
[11] 韩伟,毛崎波.用动态刚度法分析旋转变截面梁横向振动

特性[J].噪声与振动控制,2018,38(2):18灢21.

HanWei,MaoQibo.Analysisoffreevibrationofrotating
taperedbeamsusingdynamicstiffnessmethod[J].Noise

andVibrationControl,2018,38(2):18灢21.(inChinese)

[12] NaguleswaranS.Transversevibrationofanuniformeuler灢
bernoullibeamunderlinearlyvaryingaxialforce[J].Jour灢
nalofSoundandVibration,2004,275(1/2):47灢57.

[13] PandeyAK,BiswasM,SammanM M.Damagedetection

fromchangesincurvature modeshapes[J].Journalof

SoundandVibration,1991,145(2):47灢57.

作者简介:
韩暋伟(1992-),男,硕士研究生。主要研究方向:基于振动

的结构损伤检测。

毛崎波(1975-),男,博士,教授。主要研究方向:噪声与振动

主动控制、压电智能材料的结构损伤检测中应用。

田文昊(1992-),男,硕士研究生。主要研究方向:飞机复合

材料结构振动与声控制。

(编辑:丛艳娟)

283 航空工程进展暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋 暋暋暋暋暋第10卷




