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摘 要： 结构的高频振动问题严重影响飞行器的服役安全性、可靠性和舒适性，高效准确地预示结构的高频振

动响应具有重要的学术研究价值和工程实践意义。能量有限元法是近年来发展起来的一种高频振动响应预示

新方法，弥补了有限元法、统计能量法等传统方法在高频振动响应预示方面的不足。本文回顾了能量有限元法

的研究进展，阐述了能量有限元法的基本理论及其在工程领域的拓展和应用，对能量有限元法在飞行器结构高

频振动响应预示方面的研究工作进行了介绍，并对能量有限元法未来的发展方向进行了展望。
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Abstract： The high-frequency vibration problem of structures seriously affects the service safety， reliability and 
comfort of the aircraft. It is of great academic value and engineering significance to predict the high-frequency vibra⁃
tion response of structures efficiently and accurately. The energy finite element method （EFEM） is a new method 
developed in recent years to predict high-frequency vibration response. It overcomes the shortcomings of traditional 
methods such as the finite element method （FEM） and the statistical energy analysis （SEA） in predicting high-  
frequency vibration response. In this paper， the research progress of the energy finite element method in recent 
years is reviewed. The basic theory of the energy finite element method and its extension and application in enginee 
ring are elaborated. Studies of the energy finite element method in predicting the high-frequency vibration response of 
aircraft structures are introduced. In addition， the future directions of the energy finite element method are prospected.
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0　引  言

振动问题广泛存在于航空航天、舰船、车辆等

工程领域中。工程结构的振动不仅会影响结构自

身的使用寿命，而且会影响这些结构上安装的设

备的工作精度，甚至引起严重故障。另外，结构的

振动及其产生的辐射噪声，还会影响运载工具内

部乘员的舒适性，降低工作人员的工作能力。在

相关工程结构的设计研发阶段，如果可以通过高

效准确的分析方法预示结构的振动响应特性，便

可以对结构的减振降噪设计提供指导信息，有助

于结构设计方案的优化改进。因此，结构的振动

响应预示对提升工程结构的服役安全性、可靠性

和舒适性具有至关重要的作用。结构的高频振动

响应预示作为振动响应预示的重要组成部分，一

直是相关研究者和研究机构关注的重点和难点。

例如，在航空领域中，高超声速飞行器表面的蒙皮

壁板结构会受到气动噪声载荷的作用［1-2］。气动噪

声载荷不仅声压级高，而且频带宽，在 1~10 kHz
的高频段，声压级可超过 150 dB［3］。高频强噪声载

荷会激起壁板的高频振动响应，影响飞行器的结

构动强度设计、疲劳寿命预测以及舱内噪声环境

预示，使得壁板的高频振动响应预示成为高超声

速飞行器研发过程中亟待解决的问题。在其他工

程结构中，同样面临着高频振动问题，尤其是近年

来，随着各种运载工具朝着轻量化、高速、高机动

的方向发展，越来越多的轻质材料和薄壁结构被

广泛应用于工程结构中，这使得结构的高频振动

问题更加突出。

在现有的振动响应预示方法中，有限元法（Fi⁃
nite Element Method，简称 FEM）最为成熟且应用

广泛，但是对于高频振动响应预示问题，有限元法

却存在局限性。结构在高频段的波长很小［4］，则其

有限元模型需要划分非常细密的网格才能保证足

够的计算精度，从而导致有限元模型的规模巨大，

计算成本过高而失去实用性。而伽辽金法（Galer⁃
kin Method）、瑞 利 — 里 兹 法（Rayleigh-Ritz Me-
thod）等半解析法在振动响应预示领域也有着广泛

的应用，随着分析频率的升高，此类方法所需选取

的试函数随之增多，因而在高频分析中也会面临

巨大的计算量。由于计算效率的问题，上述以力

和位移为基本变量的确定性方法均不适用于高频

振动响应预示，为了解决这个问题，以振动能量为

基本变量的统计类方法被提出并受到广泛关注。

统 计 能 量 分 析（Statistical Energy Analysis，简 称

SEA）法是一种专门进行高频振动响应预示的方

法［5-6］，该方法以结构子系统时间平均的总能量为

基本研究变量，并从结构子系统的能量传递和耗

散的角度来描述结构的动力学行为，在高频振动

响应预示中具有模型规模小、计算效率高等优点。

但统计能量法只能预示结构各子系统的总能量，

不能获得振动能量在结构子系统内部的空间分布

特征，无法进行更加精细的高频振动响应预示。

针对日益增长的高频振动响应预示需求，考

虑到已有振动响应预示方法的不足，能量有限元

法迅速发展起来。能量有限元法以能量密度和能

量强度为基本变量，且通常要对能量密度和能量

强度进行时间平均、局部空间平均和频段平均处

理。其中，能量密度的局部空间平均是指对各点

的能量密度在一个波长内进行平均。由于与结构

几何尺寸相比，高频振动的波长通常很小，因此这

种局部空间平均的做法虽然忽略了振动能量在空

间的波动变化，但依然保留了振动能量在结构内

部的整体分布趋势。与有限元法相比，能量有限

元法所需的网格量少，计算量小，求解速度快；与

统计能量法相比，能量有限元法可以预示高频振

动响应在结构内部的空间分布情况，还可以考虑空

间非均匀分布的载荷、阻尼等因素的影响。能量有

限元法在高频振动响应预示中具有显著的优点，是

目前解决高频振动响应预示问题的有力工具。

本文回顾近 30 年来能量有限元法的相关研究

工作，总结能量有限元法的基本理论，阐述其在不

同工程领域的应用和拓展，对能量有限元法在飞

行器结构高频振动响应预示方面的研究进展进行

介绍，并提出今后能量有限元法在相关领域值得

进一步研究的问题。

1　能量有限元法的基本理论

1. 1　简单结构的能量有限元法

能量有限元法以波动理论为基础，通过分析

结构中弹性波能量的叠加、传递和耗散，建立能量

密度控制方程来描述系统的高频振动状态。能量

有限元法的基本假设为：研究对象为线弹性、小阻

尼系统，处于稳态振动状态，忽略倏逝波，忽略行

波之间的干涉作用［7］。这些基本假设对能量密度
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控制方程的推导具有关键作用，也使得能量有限

元法在高频振动响应预示中具有非常高的求解效

率，还影响着能量有限元法的分析精度和适用

范围。

能量有限元法以时间平均和局部空间平均的

能量密度和能量强度为研究变量，通过下述三个

基本方程来描述结构的高频振动行为。

1） 能量平衡方程。描述结构微元之间传递的

能量、内部耗散的能量和外激励输入给结构的能

量的平衡关系如图 1 所示。

∇ ⋅- -- ----- --< I> + - -- -- ----- --< πd > = - -- -- ----- --< π in > （1）
式中：I为能量强度；πd 为耗散功率密度；π in 为输入

功率密度；
- -- ----- --< ⋅ > 表示经过时间平均和局部空间平

均处理的物理量。

2） 能量传递方程。描述结构微元之间传递的

能量和微元内部存储的振动能量的关系：

- -- ----- --< I> = - c2
g

ηω
∇ - -- ----- --< e> （2）

式中：cg 为弹性波的群速度；η为阻尼损耗因子；ω

为圆频率；e为能量密度。

3） 能量耗散方程。描述结构微元内部耗散的

能量和存储的能量之间的关系，表征着阻尼对结

构振动能量的耗散作用：
- -- -- ----- --< πd > = ηω

- -- ----- --< e> （3）
将上述三个基本方程进行联立，从而得到能

量密度控制方程：

- c2
g

ηω
∇2- -- ----- --< e> + ηω

- -- ----- --< e> = - -- -- ----- --< π in > （4）

通过有限元法对上式进行离散，可得单元的

能量有限元方程：

K eee = P e + Q e （5）
式中：K e 为单元系数矩阵；ee 为单元结点能量密度

向量；P e 为单元输入功率向量；Q e 为单元边界的能

量强度向量。

将单元的能量有限元方程组装为结构总体的

能量有限元方程并求解，即可获得能量密度和能

量强度，以此来描述结构的高频振动响应特性。

除了有限元法，能量密度控制方程还可以通

过诸如傅里叶变换法［9-11］、傅里叶级数法［12-16］、

Levy 法［17-19］之类的解析法和半解析法进行求解。

由于能量强度又称为能量流，因此，上述建立结构

能量密度控制方程并求解获得能量密度和能量强

度的方法，统称为能量流分析（Energy Flow Analy⁃
sis，简称 EFA）法。而采用有限元法离散并求解能

量密度控制方程的方法，就是所谓的能量有限元

法。一般而言，解析法和半解析法仅适用于较为

简单的问题，而能量有限元法的适用性更加广泛，

因此受到了更多的关注。

对能量有限元法的研究可以追溯到 20 世纪 70
年代，Belov 等［20-21］基于不同行波间能量可以叠加

的假设，推导得到了形式上类似于热传导方程的

能量密度控制方程；Nefske 等［22］提出时间平均能

量强度正比于时间平均能量密度的梯度的假设，

进而结合微元体的能量平衡关系和能量耗散关

系，推导得到了梁结构的能量密度控制方程，并首

次采用有限元法对该方程进行离散和求解，建立

了能量有限元法的基本框架；Wohlever 等［23-24］从

杆的纵向振动和梁的弯曲振动方程出发，推导出

能量密度和能量强度的表达式，证明了杆纵向振

动的时间平均能量强度正比于时间平均能量密度

的梯度，但是对于弯曲振动的梁，其能量密度和能

量强度存在空间波动项，需要对时间平均的能量

密度和能量强度在一个波长上进行局部的空间平

均，才能推导得到能量强度正比于能量密度的梯

度。从此，对能量密度和能量强度进行时间和局

部空间平均，成为推导弯曲振动结构的能量密度

控制方程中通用的处理方式。Bouthier 等［12-13，25-26］

从薄膜、平板和声场的振动方程出发，采用时间和

局部空间平均的能量密度和能量强度，推导出能

量传递方程、能量平衡方程和能量耗散方程，并将

这三个方程联立，获得了薄膜、平板和声场的能量

密度控制方程。此外，Park 等［17］从各向同性板的

面内振动方程出发，推导得到面内纵波和剪切波

图 1 能量平衡关系示意图［8］

Fig. 1　Schematic diagram of the energy 
balance relationship［8］
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的能量密度和能量强度，建立了板结构中面内纵

波和剪切波的能量密度控制方程；Yeo 等［27］从三维

固体中弹性波的控制方程出发，推导得到了固体

中膨胀波的时间和局部空间平均的能量密度和能

量强度，建立了固体中膨胀波的能量密度控制方

程，将能量有限元法推广应用于三维固体结构的

高频振动响应预示；Navazi 等［28-29］提出了测量梁、

板结构高频能量密度的实验方案，通过实验测试

验证了能量有限元法的有效性。

上述研究工作建立了一维杆、梁结构，二维

膜、板结构，以及三维固体结构和声场的能量有限

元模型，奠定了能量有限元法的理论基础。

1. 2　耦合结构的能量有限元法

上述研究主要针对单个简单结构，耦合结构

（或者组合结构）的高频振动响应预示是能量有限

元法研究领域的重点问题。对于多个子结构耦合

的系统，子结构连接处的材料变化、尺寸变化、角

度变化等因素均会引起弹性波能量的反射和透

射，由此导致连接处能量密度的不连续。为了描

述连接处能量强度和能量密度的关系，需要分析

弹性波的能量反射和透射系数，并引入如下能量

传递关系：
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（6）

式中：J为能量耦合矩阵，由能量反射和透射系数

组成；上标 i，j分别为第 i，j个子结构；下标 n为第 n

个耦合结点。

将式（5）与式（6）进行组装，即可得到耦合结

构的总体能量有限元方程：

( K+ J ) e= P+ Q （7）
Cho 等［30-31］基于对耦合结构的能量有限元法，

根据弹性波理论，研究了杆、梁和板结构连接处的

能量反射和透射系数，推导了连接处能量密度和

能量强度之间的关系，建立了耦合杆、耦合梁和耦

合板的能量有限元模型，成功将能量有限元法推

广应用于耦合结构的高频振动响应预示。其中，

在耦合梁结构的能量有限元模型中，考虑了纵波、

扭转波和弯曲波在连接处的模式转换，系统地分

析了共线耦合梁、共面耦合梁和三维空间耦合梁

的能量传递关系。Bitsie 等［32-33］详细地研究了板与

声场之间的能量传递关系，建立了板—声场耦合

系统的能量有限元模型和能量边界元模型，求解

得到了板—声场耦合系统的高频振动响应和声辐

射特性；Bernhard 等［34］总结了基于能量有限元法预

示板—声场耦合系统的振动响应和声辐射特性的

一般流程。在此基础上，首尔大学对耦合结构的

能量有限元法开展了深入的研究：Song J H 等［35］研

究了梁与板连接处的能量传递关系，建立了梁—

板耦合结构的能量密度控制方程，其采用的梁—

板耦合结构中，梁轴线与板所在平面是垂直相交

的；Seo 等［19］推导了加筋板之间的能量传递关系，

结合板结构的能量密度控制方程，采用 Levy 法求

解了周期性加筋板的能量密度和能量强度；Kwon
等［36-37］采用能量有限元法和能量边界元法预示了

加筋圆柱壳的中高频振动响应和声辐射特性，并

与实验结果进行了对比，验证了能量有限元法的

有效性。

在国内，关于能量有限元法在耦合结构中的

应用也开展了大量、系统的研究。Niu J［38-39］考虑

了纵波、剪切波和弯曲波三种弹性波的模式转换，

采用能量有限元法研究了 L 形板和 n 形板的高频

振动响应；江民圣等［40］研究了任意形状和任意连

接角度板结构的能量有限元法；刘知辉等［41-42］通过

能量有限元法对封闭耦合结构的高频振动响应特

性进行了研究，并将统计能量法中耦合损耗因子

的概念引入到能量有限元法中，提高了能量有限

元法对耦合结构高频振动响应预示的精度；此外，

Lin Z 等［43］采用共线耦合梁的能量有限元模型，研

究了变截面梁的高频振动响应特性；荣吉利等［44］

基于等效“板—梁—板”耦合模型，预示了非共面

加筋板的高频振动响应；陈校锋等［45］、蔡忠云等［46］

采用一阶剪切变形理论，建立了耦合层合梁的能

量有限元模型，揭示了耦合角度对梁中能量传播

特性的影响规律。

上述研究工作构建了能量有限元法的基本理

论框架，使得能量有限元法能够适用于各种典型

结构的高频振动响应预示，其一般的分析流程如

图 2 所示。
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2　能量有限元法的拓展和应用

能量有限元法的提出为结构高频振动响应预

示开辟了新途径，但是在处理复杂的工程问题时，

早期的能量有限元法仍存在局限性。为此，研究

人员根据工程实践中面临的具体问题，对能量有

限元法进行了拓展和改进，并成功将其应用于各

种工程结构的高频振动响应预示。

2. 1　能量有限元法的拓展与改进

在 Bernhard 等［12-13，24-25］建立的杆、梁、板的能量

有限元模型中，均没有考虑剪切变形等因素的影

响 ，仅 能 适 用 于 经 典 杆 、Euler-Bernoulli 梁 和   
Kirchhoff 板；Han J B 等［47］考虑了径向运动和剪切

刚度的影响，建立了 Rayleigh-Love 杆和 Rayleigh-
Bishop 杆的能量密度控制方程；Park 等［48-51］考虑了

转动惯量和剪切变形的影响，建立了 Timoshenko
梁和 Mindlin 板的能量密度控制方程，研究了耦合

Mindlin 板连接处的能量传递关系，建立了任意角

度耦合 Mindlin 板的能量有限元模型。上述研究仅

针对截面尺寸不变或阶跃变化的结构，Xie M 等［52］

考虑了截面尺寸的连续变化对梁中弯曲波传递特

性的影响，建立了变厚度楔形梁的能量有限元模

型，进一步完善了能量有限元法的理论体系。

近年来，复合材料在工程结构中的应用越来

越广泛。与各向同性的金属材料不同，复合材料

会带来结构中不同方向弹性波不同的传播特性。

为了将能量有限元法推广应用到复合材料结构的

高频振动响应预示，Yan X［53］以复合材料层合板为

研究对象，基于平均波数的概念，推导了复合材料

层合板的能量密度控制方程以及连接处的能量传

递关系，建立了复合材料层合板的能量有限元模

型；Lee 等［54-56］在文献［53］工作的基础上，进一步

完善了复合材料板的能量有限元法，并将其进行

了工程应用；Park 等［57-58］从正交各向异性板的弯曲

振动方程出发，发现两个正交方向上的刚度不同，

会导致弯曲波的群速度不同，进而建立了正交各

向异性板的能量密度控制方程，并采用傅里叶级

数法进行了求解；何理等［59］在文献［57-58］工作的

基础上，应用能量有限元法求解了正交各向异性

板的能量密度控制方程；Liu Z 等［60］考虑了材料属

性在结构厚度方向的变化，研究了功能梯度梁结

构的能量传递特性，建立了其能量有限元模型，并

分析了材料组分变化对功能梯度梁高频振动响应

特性的影响规律；Kim 等［61-62］综合考虑了固体相和

流体相的影响，建立了多孔介质的能量密度控制

方程，并研究了多孔介质夹层板的高频振动响应

特性；Xu P 等［63］采用能量有限元法预示了耦合夹

层板的高频振动响应，并研究了附加质量块对其

振动特性的影响。

小阻尼是能量有限元法的一个基本假设，常

规的能量传递方程和能量耗散方程都需要基于小

阻尼假设才能成立，因此，能量有限元法无法适用

于大阻尼系统。为了解决这个问题，Han J B 等［64］

推导了大阻尼情况下波数和群速度的表达式，量

化了大阻尼导致的弹性波势能密度和动能密度的

差异，建立了大阻尼结构的能量传递方程和能量

耗散方程；孔祥杰等［65-66］研究了附加自由阻尼梁的

等效刚度和等效阻尼，采用能量有限元法分析了

附加自由阻尼梁的高频振动响应；在此基础上，滕

晓艳等［67］考虑了附加自由阻尼引起的结构势能密

度和动能密度的不等关系，进一步完善了大阻尼

结构的能量有限元法。

二维板结构是能量有限元法的主要研究对象

之一，Bouthier 等［12，25］最初提出的板结构能量有限

元模型是基于混响场平面波假设建立的，即结构

中的波场为混响场，由多列平面波叠加而成。当

板结构受分布载荷激励或者阻尼非常小时，该假

图 2 能量有限元法的分析流程图

Fig. 2　The flow chart of EFEM
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设可以近似成立。但当板结构受集中载荷激励且

阻尼较大时，弹性波场将以直接场占主导，不再满

足上述假设，此时，采用常规的能量有限元法预示

的高频振动响应会表现出明显误差，在板结构的

边界附近偏大，在激励点附近偏小［68-71］。为了解决

这一问题，Kong X 等［72］基于辐射能量传递法研究

了能量有限元法的有效性判据，提出了采用无量

纲正则衰减系数来判断混响场平面波假设是否成

立；Smith［73］分别推导了直接场和混响场的能量密

度控制方程，建立了综合考虑直接场和混响场的

混合能量有限元法，数值算例结果表明，该方法在

直接场占优的情况下具有良好的预示精度；Liu Z
等［42］将耦合损耗因子引入混合能量有限元法中，

提高了其预示耦合板结构高频振动响应的精度；

Hardy 等［74］通过格林函数推导了直接场的能量密

度和能量强度，进而结合混响场的能量有限元模

型分析了板结构的高频振动响应。与集中载荷激

励下的板结构类似，常规的能量有限元法在处理

点声源激励下的声场时也会存在明显误差，Kim
等［75］同时考虑近场和远场声能量的影响，建立了

点声源激励下声场的能量有限元模型，并通过与

边界元法的结果对比，证明了该模型的准确性。

除了上述研究工作，研究人员在常规能量有

限元法的基础上，还发展了零阶能量有限元法

（EFEM）［76-78］和能量谱单元法（ESEM）［79-80］来提高

能量有限元法的求解效率和精度，发展了能量边

界元法（EBEM）［32，81-83］来预示结构的高频辐射声

场，发展了有限元—能量有限元混合法（FEM-

EFEM）［84-89］来解决刚—柔耦合结构的振动响应预

示问题。上述研究促进了能量有限元法理论体系

的完善，拓展了其适用范围。

2. 2　复杂载荷环境中的能量有限元法

工程结构往往服役于各种各样的载荷环境，

复杂的载荷环境给结构的高频振动响应预示带来

了挑战。近年来，随着能量有限元法的发展，复杂

载荷环境下的高频振动分析问题吸引了越来越多

的关注。

为了分析随机载荷激励下结构的高频振动响

应，Han F 等［14-15］考虑了随机载荷的空间相干性，

提出了传递函数法和机械阻抗法来计算离散随机

载荷和分布随机载荷对梁/板结构的输入功率，进

而把这两种方法与能量有限元法相结合，成功将

能量有限元法推广应用到梁/板结构的高频随机

振动响应预示；Han F 等［16，90-91］采用能量有限元法

分析了气动噪声载荷作用下板结构的高频振动响

应和声辐射特性；在此基础上，游进［9］综合考虑了

结构的横向弯曲振动和纵向振动，提出了随机能

量流分析法，分析了二维框架梁［92-93］、三维框架

梁［94］和 L 形耦合板［95-97］在随机载荷激励下的高频

振动响应特性。

为了分析热环境中结构的高频振动响应，张

文博等［11，98］考虑了热载荷在结构中产生的热应力

以及热载荷对材料参数的影响，推导了热环境中

梁/板结构的弯曲波波数、群速度和能量密度控制

方程，建立了均匀温度场和非均匀温度场中板结

构的能量有限元模型，分析了受热梁/板结构的高

频振动响应；Wang D 等［99］考虑了受热板中弯曲波

传播方向的影响，改进了受热板的能量有限元模

型；刘知辉等［100］考虑了厚度方向非均匀温度场的

影响，采用能量有限元法预示了热梯度环境下梁

结构的能量密度，并揭示了热应力和材料的温变

特性对高频振动响应特性的影响机制。

为了分析流体中结构的高频振动响应，Zhang 
W 等［101-104］将液体对结构的作用等效为附加质量

和辐射阻尼，从而推导了单面与液体接触的平板、

圆柱壳和加筋板的能量密度控制方程，并考虑了

液体对结构连接处能量透射和反射特性的影响，

建立了单面与液体接触的板结构的能量有限元模

型；Kong X 等［105］在文献［101-104］的基础上，综合

考虑了直接场和混响场的影响，建立了与液体接

触的平板结构的混合能量有限元模型，提高了高

频振动响应预示精度；Han J B 等［18］对均匀流动的

液体中的板结构进行了研究，通过推导板中弹性

波的波数，发现流动液体会对板中顺流向传播的

弹性波和逆流向传播的弹性波引入不同的附加质

量和辐射阻尼，建立了以顺流向弹性波和逆流向

弹性波的能量密度为变量的能量密度控制方程。

此外，能量有限元法也被广泛应用于预示结构的

声辐射特性［10，32-34，36-37］，在这些工作中，考虑了流场

对结构附加的声辐射阻尼，还考虑了声场向结构

传递的能量。

2. 3　能量有限元法在工程中的应用

随着能量有限元法理论体系的日臻完善，能

量有限元法已经成为一种高效的高频振动响应预
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示方法，并在工程实践中得到了广泛的应用。

密歇根大学 Vlahopoulos 教授团队对能量有限

元法的工程应用开展了一系列的研究，验证了能

量有限元法的实用性［106-107］，基于传统的有限元法

计算了点焊连接的平板结构之间的功率传递系

数，并结合能量有限元法分析了点焊连接的 L 型板

的高频振动响应；采用能量有限元法分析了渔船

的高频振动响应，并通过与统计能量法的结果进

行对比，证明了能量有限元法在高频振动响应预

示中的优势。Borlase 等［108］采用能量有限元法对

渔船结构的阻尼分布进行了优化设计，从而降低

了渔船结构的高频振动响应；Wu K 等［109-112］通过能

量有限元法分析了水面舰船缩比模型（如图 3 所

示）的高频振动响应和声辐射特性，并通过与实验

结果进行对比，验证了能量有限元解的准确性；

Vlahopoulos 等［113-115］基于能量有限元法和能量边

界元法，分析了汽车的高频振动响应和车内外的

噪声量级，如图 4 所示；此外，Kwon 等［36］采用能量

有限元法研究了水下舱段的高频振动特性，并通

过实验测试进行了验证；Nokhbatolfoghahai 等［116］

采用能量有限元法分析了加筋开孔板的高频振动

响 应 ，其 数 值 分 析 结 果 与 实 验 测 试 结 果 吻 合

良好。

在国内，Xie M 等［117］总结了近年来能量有限

元法在航空航天、舰船、车辆等领域的应用现状；

郑旭等［118-119］采用能量有限元法预示了高速列车的

内部噪声，如图 5 所示，并通过比较不同激励源对

内部噪声的能量贡献，制定了高速列车的降噪策

略；孙丽萍等［120-121］研究了能量有限元法在舰船结

构高频振动响应预示中的应用；刘金帅［122］采用能

量有限元法对齿轮箱系统进行了建模，并根据振

动能量的传递和分布特点，提出了齿轮箱系统的

减振方案；刘宏磊等［123］采用能量有限元法分析了

盾构机刀盘的高频振动特性，并通过增强结构振

动能量的耗散，实现对盾构机刀盘的振动抑制；尚

保佑等［124］分别采用能量有限元法和有限元法计算

了充液管道的高频振动能量密度，并通过对比仿

真 结 果 验 证 了 能 量 有 限 元 法 的 有 效 性 ；王 坤

等［125-127］考虑了杆、梁、板结构参数不确定性的影

响，采用能量有限元法分析了随机结构的能量响

应；张猛等［128］以截面几何尺寸、密度、阻尼等参数

随机变化的梁结构为研究对象，采用随机参数能

量 有 限 元 法 分 析 了 其 振 动 能 量 密 度 的 均 值 和

方差。

除了上述高频振动响应和噪声环境预示问

题，能量有限元法也被成功应用于结构的优化设

计［82，123，129-132］、损伤检测［124，133-134］等领域，为解决相

关问题提供了新的途径。

（a） 能量有限元模型 （b） 车内声压级

图 4 汽车的能量有限元模型及其内部噪声的预示结果［115］

Fig.  4　Energy finite element model of an automotive 
vehicle and the predicted result of interior noise［115］

（a） 双壳船体 （b） 能量有限元模型

图 3 双壳船体示意图及其简化结构的能量有限元模型［112］

Fig. 3　Schematic diagram of a double hull and its 
simplified structural energy finite element model［112］

（a） 高速列车的能量有限元模型

（b） 车内噪声声压级分布

图 5 高速列车的能量有限元模型及内部噪声的

预示结果［118］

Fig. 5　Energy finite element model of a high-speed 
train and the predicted result of interior noise［118］
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3　飞行器高频振动响应预示的能量

有限元法

减振降噪是飞行器研制过程的重要任务。飞

行器在服役过程中会受到气动噪声、发动机振动

等高频激励源的作用，另外，高速、高机动、轻量化

等设计思想促使飞行器越来越广泛地采用轻质材

料和大型薄壁结构，这使得飞行器结构的高频振

动问题更加突出。准确高效地预示结构的高频振

动响应特性是进行飞行器结构减振降噪设计的前

提。近年来，随着能量有限元法的迅速发展，基于

能量有限元法的飞行器结构高频振动响应预示研

究工作逐渐兴起。

飞行器在高速飞行时会受到严酷的气动加热

作用，张文博等［11，98］以受热梁和受热板为研究对

象，考虑热应力和材料温变特性的影响，推导了

梁、板结构的波速、群速度、阻抗和能量传递系数，

建立了热环境下简单梁、板结构和耦合梁、板结构

的能量有限元模型。虽然该模型没有考虑热致应

力应变产生的弹性势能，但为热环境下结构的能

量有限元法奠定了基础。随后，Wang D 等［99］以高

超声速飞行器的受热板结构为研究对象，基于平

面波假设推导了非均匀温度场中任意角度耦合板

结构的能量密度控制方程和能量传递系数，改进

了受热板的能量有限元模型。

除了热载荷，超声速和高超声速飞行器表面

的蒙皮壁板结构还会受到气动载荷和噪声载荷的

作用［135-136］，壁板在复杂多场耦合载荷环境下的高

频振动响应预示，是结构动力学领域的前沿课题。

以热载荷、气动载荷和噪声载荷作用下的二维壁

板为研究对象［8，137-139］，通过研究热致面内力、几何

非线性面内力、气动载荷因素对壁板中弹性波传

递特性的影响，引入面内应力应变产生的势能密

度和气动载荷产生的附加阻尼，计算了噪声载荷

对壁板的输入功率，建立了相应的能量有限元模

型，分析获得了壁板的高频声振响应特性，揭示了

面内力、气动载荷等因素对壁板高频声振响应的

影响规律和影响机理，为多场耦合环境下结构的

高频声振响应预示提供了新途径。

飞行器的噪声环境预示是能量有限元法在航

空航天领域的一项重要应用。解妙霞等［10，140-141］以

飞行器仪器舱为研究对象，根据其结构形式的特

点，发展了圆柱壳体结构和复杂曲面壳体结构的

能量有限元模型，采用能量有限元法分析了仪器

舱的高频振动响应和内部声场特性，进而结合能

量边界元法，计算了仪器舱的外部辐射噪声；De 
Lima 等［142-143］以某喷气式商务机为研究对象，如图

6 所示，采用能量有限元法预示了其高频振动响应

和舱内声压级，通过与实验结果对比，验证了能量

有限元法的有效性；王怀志等［144-145］采用 MSC.
NASTRAN 软件的能量有限元模块研究了航天器

仪器舱与整流罩（如图 7 所示）的振动响应和内部

声场，通过与统计能量法的仿真结果和实验测试

结果进行对比，证明了能量有限元法在声振响应

预示方面的正确性和优势，并总结了能量有限元

法在航空航天领域的应用现状［146］。

此外，为了分析飞行器机身的高频振动响应，

Lee 等［54-55］以轴向和环向加筋的复合材料圆柱壳

图 7 双星整流罩的能量有限元模型［144］

Fig. 7　Energy finite element model of a double 
stars fairing［144］

（a） 机身结构的能量有限元模型

（b） 内部声场的能量有限元模型

图 6 公务机机身结构和内部声场的能量有限元模型［143］

Fig. 6　Energy finite element models of the fuselage 
structure and the interior acoustic space of a business jet［143］

58



第  6 期 陈兆林等：能量有限元法研究进展及在飞行器高频振动响应预示中的应用

为研究对象，通过推导复合材料结构中的等效群

速度、阻尼和能量传递系数，建立了复合材料加筋

壳的能量有限元模型。飞行器中广泛采用加筋壁

板结构，为了预示这类刚柔耦合结构的振动响应，

祝丹晖等［88-89］采用传统有限元法分析刚性构件，采

用能量有限元法分析柔性构件，通过推导刚性构

件和柔性构件之间的相互作用力与能量传递关

系，提出了有限元—能量有限元混合法，该方法适

用于单点载荷、多点载荷和分布载荷作用下加筋

壁板结构的振动响应预示。

4　结束语

经过近几十年的研究，能量有限元法已经发

展为一种高效快捷的高频振动响应预示方法，并

被广泛应用于航空航天、舰船、车辆、轨道交通等

工程领域。针对能量有限元法有下述四个问题有

待开展进一步的研究。

1） 基于能量有限元法的结构疲劳寿命估计。

目前能量有限元法主要用于预示结构的能量密度

分布，表征结构的高频振动响应。振动响应特性

影响着结构的疲劳性能和寿命，基于传统有限元

法和统计能量法进行振动响应预示和疲劳寿命估

计的研究工作比较普遍，然而基于能量有限元法

的结构疲劳寿命估计却鲜有报道。开展基于能量

有限元法的结构疲劳寿命评估是一项有前景的研

究工作，该问题需要建立能量密度分布与结构应

力水平之间的对应关系，并开发与能量有限元法

相匹配的频域疲劳寿命评估方法。

2） 能量有限元法的有效范围。除了少数大阻

尼结构的能量有限元模型［63-66］，绝大多数能量有限

元模型主要适用于小阻尼系统的高频振动响应预

示，然而在实际应用中，小阻尼和高频并不是固定

的数值，而是随着结构的质量、刚度和几何尺寸的

变化而变化。目前已有研究工作提出了能量有限

元法的有效范围［32，71］，但相关标准并不适用于普遍

情况，因此没有获得广泛认可。建立严格的有效

性判据，确定能量有限元法的有效范围，可避免能

量有限元法的误用，确保高频振动响应预示结果

的正确性，对于完善能量有限元法的理论体系具

有重要意义。

3） 非线性系统的能量有限元模型。目前能量

有限元模型仅适用于线性系统，然而几何非线性、

材料非线性等非线性因素在动力学问题中是普遍

存在的。虽然已有研究工作尝试先对非线性动力

学问题进行线性化处理，再采用能量有限元法进

行分析［139］，但其本质上还是无法直接用能量有限

元法求解非线性振动问题。非线性系统中弹性波

的线性叠加原理不再适用，能量密度控制方程的

推导将面临巨大挑战。如何合理描述非线性系统

中弹性波能量的传播、存储和耗散，是建立非线性

系统的能量有限元模型的关键。

4） 能量有限元分析软件的开发。目前密歇根

大学、首尔大学、西安交通大学均开发了非公开的

能量有限元分析软件，商业软件中 MSC. NAS⁃
TRAN 也集成了能量有限元分析模块，但仅限于

常规的能量有限元分析，适用范围比较局限。因

此，目前仍缺少通用的能量有限元软件来集成现

有的丰富的能量有限元理论，这给能量有限元法

的工程应用造成了一定的困难。另外，开发一款

与传统有限元分析软件可以良好交互的能量有限

元分析软件，以实现低—中—高全频段振动响应

预示，具有广阔应用前景。
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