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摘 要：离散涡方法（DVM）是一种无网格的涡运动算法，适用于解决易产生分离流的非定常问题，将其应用于

结冰过程中的流场求解，在有效模拟分离流动的同时能避免冰形尖角对网格质量的影响。但离散涡方法基于

不可压 N-S方程，无法应用于预测可压缩流动下的结冰过程。本文在离散涡方法的基础上添加普朗特—格劳

尔特压缩性修正，进行基于离散涡方法的可压缩流动下的数值模拟，并将其应用于翼型结冰预测；对流场分布、

结冰冰形和结冰模型计算过程等仿真结果进行对比和分析。结果表明：引入压缩性修正后的离散涡方法能较

好地模拟可压缩流动，与实验值相比，基于该方法得到的结冰数值模拟结果符合良好，对结冰数值模拟在工程

上的应用提供了一定的参考。
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Abstract：Discrete vortex method（DVM）is a grid-free vortex motion algorithm，which is suitable for solving un⁃
steady problems caused by producing easily separate flow. Applying the method to the flow solution in the ice accre⁃
tion process can effectively simulate the separate flow，while avoiding the influence of the sharp ice-shaped corner
on the grid quality. However，the DVM is based on the incompressible N-S equation，it cannot be applied to pre⁃
dict the ice accretion process in a compressible flow. In this paper，Prandtl-Glauert compressibility correction is
added on the basis of the discrete vortex method. And the numerical simulation of compressible flow based on the
discrete vortex method is carried out and applied to the prediction of airfoil ice accretion. The simulation results of
field distribution，ice shape and icing model calculation process are compared and analyzed. The calculation results
show that the discrete vortex method with compressibility correction can simulate the compressible flow better.
Compared with the experimental value，the icing numerical simulation results obtained based on this method are in
good agreement. It provides a certain reference for the application of icing numerical simulation in engineering.
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0 引 言

飞行器结冰是危害飞行安全的严重问题之

一，轻则影响飞行器的飞行性能，重则造成机毁人

亡的惨重后果［1-2］。而对飞机进行结冰数值模拟则

成为一种研究飞行器结冰问题的有效途径。国际

上商用的结冰数值模拟软件包括美国 NASA的

Lewice［3］和加拿大的 FENSAP-ICE［4］等。

在结冰数值模拟研究中，国内起步较晚，目前

也做了很多深入研究，易贤等［5］采用欧拉法计算了

三维复杂外形表面的水滴收集率；周峰等［6］对部分

典型二维翼型进行了结冰数值模拟；Xie L等［7］提

出一种自适应插值方法将拉格朗日法计算得到的

水滴收集率插值到三维复杂外形上；桑为民等［8］在

进行大粒径水滴状态下的结冰模拟时考虑了水滴

变形破碎的影响；杜雁霞等［9］对结冰过程涉及的热

力学行为的研究现状进行了总结和展望；王海涛

等［10］对机翼进行结冰数值模拟并设计了一套防除

冰系统。

飞行器结冰数值模拟主要包括网格生成、计

算流场、水滴撞击特性计算、结冰模型计算和结冰

冰形生长计算五个模块。在流场计算时，通常采

用经典的有限体积法求解 N-S方程。相比于经典

CFD方法，离散涡方法［11］可以不考虑网格，数值耗

散低，适用于结冰这类易产生分离流动问题的分

析。国内外研究者对离散涡方法进行了应用和发

展。国外，K. Ramesh等［12］运用离散涡方法模拟翼

型前缘产生的间歇涡运动；E. G. A. Antonini等［13］

提出一种改进的离散涡方法来模拟二维翼型俯仰

中的动态失速现象。国内，马明宪等［14］使用离散

涡方法计算了湍流混合层的问题；董婧等［15］运用

离散涡方法模拟了圆柱绕流问题；吴文权等［16］采

用拉格朗日粒子法对胀量项计算，从而实现离散

涡方法在可压缩流动下的计算；刘佳等［17］将离散

涡方法应用于计算结冰数值模拟，与经典 CFD下

的结冰数值模拟过程相比，在保证精度的同时，计

算效率得到提升。但是离散涡方法主要针对不可

压流动求解，对于可压缩流动下的冰形模拟的应

用仍有所欠缺。

本文在基于离散涡方法结冰模拟的基础上，

引入普朗特—格劳尔特压缩性修正，将该方法的

计算结果拓展到可压缩区间，结合改进的Messing⁃
er热力学模型［18］实现可压缩状态下翼型的结冰模

拟。通过部分二维翼型的结冰数值模拟，将模拟

结果与基于有限体积法的经典 CFD方法下模拟结

果及实验值进行对比，并分析引入压缩性修正前

后对流场、结冰过程和结冰冰形的影响。

1 结冰数值模拟方法

1. 1 离散涡方法基本原理及改进

二维不可压N-S方程的控制方程［19］可表示为

∇2u=-∇× ω （1）
∂ω
∂t +( u ⋅ ∇ )ω=(ω ⋅ ∇ ) u+ ν∇2ω （2）

式中：ν为动力黏度；u为速度矢量；ω为涡量。

ω= ∂ν
∂x -

∂u
∂y （3）

离散涡方法是将流场涡量离散化，在拉格朗

日框架下模拟流场涡量。通过采用算子分裂法，

式（2）可以分成两部分，即对流项式（4）与扩散

项式（5）。

∂ω
∂t +( u ⋅ ∇ )ω=(ω ⋅ ∇ ) u （4）

∂ω
∂t = ν∇2ω （5）

在二维不可压无黏条件下，得到：

Dω
Dt = 0 （6）

流体微团在运动过程中涡量始终不发生改

变，并且不随流体质点迁移运动。

dr
dt = u ( xs，t ) （7）

式中：r为涡元距离原点的位移矢量；xs为涡元所处

位置的坐标。

为了避免点涡在距离其无穷近处出现诱导速

度无穷大的奇性问题，通过 A. J. Chorin［20］提出的

涡团法，涡量分布方程可变为

ω ( x )= ∑
k= 1

N

Γjδσ ( x- xj ) （8）

式中：N为涡团数；Γj为涡团的环量；δσ ( x- xj )为
涡量的分布函数。

在得到涡量分布后，依据 Biot-Savart定律［21］

得到速度场：

u ( r，t )= 1
2π ⋅ ∑i= 1

N Γi ( t )×( ri- r )
|| ri- r
2

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úexp ( )|| ri- r

2

δ2i

（9）
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计算得到流场的速度分布后，就可以获得涡

元的运动轨迹，再计算出下一时刻的涡量场。通

过随机走步法［22］来模拟涡元的扩散运动，即：

xi ( t+Δt )≈ xi ( t )+ é
ë
ê
3
2 ui ( t )-

1
2 ui ( t-Δt )

ù
û
ú ⋅

Δt+ μ （10）
式中：μ为满足高斯分布的随机数，其均值为零，方

差为 2 ⋅ dt Re。
在大多数工程问题中，必须满足特定的边界

条件，流场才能求解。根据亥姆霍兹（Helmholtz）
定理，得出在均匀流中不会产生涡量，只有在物体

边界或者流场受非保守力作用时才会有涡量产

生。本文通过壁面无穿透边界条件确定流场中生

成的涡量。整个流场在满足 Kelvin环量定理的前

提下，通过速度场与涡量场之间交替迭代计算，就

能模拟出 Lagrangian框架下的绕流流动。

上述是离散涡方法的基本原理，在基本原理

的基础上本文对离散涡方法进行一些改进，包括

涡元合并、控制区高度修订及压力计算［23］等，具体

参见文献［17］。

1. 2 二维结冰热力学模型

基于改进的Messinger热力学模型［18］，将结冰

表面分为若干控制体，每个控制体的质量流动情

况如图 1所示。在一些假设条件下，该模型通过求

解质量和能量守恒方程［24］最终求解出结冰质量。

建 立 质 量 守 恒 方 程（11）和 能 量 守 恒 方 程

（12），定义每个控制体内的冻结系数 f如式（13）
所示。

ṁ im + ṁ in = ṁ out + ṁ va + ṁ so （11）
Ė im + Ḣ im + Ḣ in + Q̇ f - Ė so - Ḣ out - Ḣ va - Q̇ cv = 0

（12）

f = ṁ so

ṁ im + ṁ in
（13）

式中：ṁ im为控制体内的水滴撞击质量；ṁ in为液态

水溢流进入控制体的质量；ṁ out为液态水溢流出控

制体的质量；ṁ va为升华和蒸发质量；ṁ so为结冰质

量；Ė im为控制体内水滴撞击的动能；Ḣ im为控制体

内水滴撞击的焓变；Ḣ in为液态水溢流进控制体的

焓变；Q̇ f为气动摩擦热；Q̇ so为结冰所释放的潜热；

Ḣ out为液态水溢流出控制体的焓变；Ḣ va为液态水

蒸发潜热；Ḣ cv为对流换热热能。

联立式（11）、式（13），通过提取表面温度作为

试探参数，对方程组求解，从而确定壁面各控制体

内的壁温、冻结系数和各个质量项。在得到结冰

表面各控制体内的每个质量项后，就可以依据结

冰增长模型，计算出单次时间步长内冰层的厚度。

1. 3 普朗特—格劳尔特压缩性修正

离散涡方法适用于不可压流动，在当下的研

究进展中，已经实现可压缩流动下的离散涡方法。

但是引入压缩性修正，将离散涡方法的结果扩展

到可压缩区间仍是一种简易的方法。

对二维翼型壁面附近的绕流速度采用小扰动

假设，如图 2所示。

假设流动的总焓不发生改变，构建式（14）：

H 0 = h+ V 2

2 = γR
γ- 1 T +

V 2

2 （14）

式中：H 0为流动的总焓；h为当地流体的焓值。

在式（14）中，给定远场的静温，求解建立温度

场，结合理想气体假设下的状态方程对压力场修

正，并计算出当地密度：

p
p∞
=

é

ë
êê1-

γ- 1
2 M 2

∞ ( )2u′
V∞

+ u′2 + v′2

V 2
∞

ù

û
úú

γ ( γ- 1)

（15）

图 2 二维翼型绕流［25］

Fig. 2 Flow around two-dimensional airfoil［25］

图 1 控制体内质量流量示意图

Fig. 1 Sketch of mass variation in control volume
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ρ
ρ∞
= ( pp∞ )

1
γ

（16）

壁面参数采用式（17）进行修正：

C (M∞ )=
C (M∞ ≈ 0 )
1-M 2

∞

（17）

通过式（15）~式（17）对采用离散涡方法计算

得到的压力、密度和压力系数进行一次修正。

对二维不可压 N-S方程的动量守恒式进行简

化得到：

∇p= ν∇2u （18）
式（18）等价于：

∇p=-ν ( ∇× ω ) （19）
在壁面处通过涡量对壁面压力进行计算，而

在壁面处 u= 0，式（2）简化为

∂ω
∂t = ν∇2ω （20）

涡 量 流 量 为 -ν∇ω，通 过 边 界 的 流 量 为

-ν ∂ω∂t ，即壁面涡量的生成比率。

壁面的法向和切向用 s和 n表示，在二维表面

得到：

n×(∇× ω )+ n ⋅( n ⋅ ∇ω )= 0 （21）
由式（19）~式（21）得到：

n×∇p= ν
∂ω
∂n （22）

即：

∂p
∂s =-ν

∂ω
∂n =

∂2Γ
∂s∂t （23）

式中：
∂2Γ
∂s∂t为单位时间在单位长度上所生成的环量

比率。

因为在每个时间步均有新涡生成，所以上述

环量生成率是已知的。根据梯形法则，由式（23）
得到：

pj+ 1- pj=
Γ ′j+ Γ ′j+ 1
2Δt （24）

式中：pj+ 1 和 pj 为沿壁面单元节点上的压强；Γ ′j+ 1

和 Γ ′j为在一个时间步长 Δt下的新生涡环量。

通过式（15）对壁面压强进行修正，利用式

（24）中修正的壁面压强对涡团环量进行修正，将

修正后的涡团环量分别代入式（8）和式（9），求解

壁面涡量和速度场，最后通过式（14）~式（17）对压

强、密度和压力系数再次修正。

2 算例验证与分析

2. 1 离散涡结冰模拟结果及验证分析

基于离散涡方法进行不可压流动下的结冰数

值模拟，以 NLF-0414翼型和 Business Jet机翼翼

型作为算例并与实验值［26］进行对比，以验证本文

中未采用压缩性修正下算法和程序的正确性。主

程序是将翼型表面分成 220块主板块，每块主板块

分成 5个次板块。由于前缘易发生流动分离，壁面

离散单元在前缘加密。计算流程如图 3所示，单次

结冰模拟时长为 60 s，若未满足最终结冰模拟时长

则再循环计算。

NLF-0414 翼 型 计 算 条 件 如 下 ：来 流 速 度

66. 9 m/s，攻角 0. 3°，弦长 0. 9 m，静压 93 182 Pa，
水滴直径 20 μm，液态水含量 0. 44 g/m3，来流静

温-15. 0 ℃（霜冰状态），结冰总时长 240 s。该工

况 下 结 冰 模 拟 结 果 与 实 验 值［26］的 对 比 如 图 4
所示。

图 3 结冰数值模拟计算流程

Fig. 3 Workflow of icing numerical simulation
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Business Jet机翼翼型计算条件如下：来流速

度 90 m/s，攻角 6. 1°，弦长 0. 9 m，静压 94 562 Pa，
水滴直径 20 μm，液态水含量 0. 54 g/m3，来流静

温-5. 0 ℃（明冰状态），结冰总时长 360 s。该工况

下 结 冰 模 拟 结 果 及 与 实 验 值［26］的 对 比 如 图 5
所示。

在未考虑压缩性修正的情况下，基于离散涡

方法的结冰模拟结果与实验结果轮廓贴近，说明

采取的方法在不可压流动下可以较好地模拟翼型

结冰过程，从而证明了本文求解流程和计算程序

的正确性。然而，当前方法未考虑流动的压缩性，

可以在此基础上进行压缩性修正，以提高程序在

可压缩流动下的预测能力。

2. 2 引入修正后离散涡结冰模拟结果及验

证分析

选取 NACA0012翼型和 Business Jet机翼翼

型进行计算验证。在选取相同结冰模型的情况

下，分别采用未考虑压缩性修正的离散涡方法

（DVM without correction）、引入压缩性修正的离

散涡方法（DVM with correction）以及经典 CFD方

法（Classical CFD）计算流场并最终得到结冰冰形。

算例 1：NACA0012翼型，来流速度 129 m/s，
攻 角 4°，弦 长 0. 3 m，静 压 90 750 Pa，水 滴 直 径

20 μm，液态水含量 0. 5 g/m3，来流静温-12. 6 ℃，

结冰总时长 120 s。
计算结果与文献［27］中的 Lewice软件模拟结

果和实验值进行比对，如图 6所示，可以看出：基于

离散涡方法引入修正前后结冰模拟结果上冰角接

近，下冰角处有差异，考虑压缩性修正的离散涡方

法最终冰形的下冰角处与经典 CFD方法结果、文

献结果均符合的较好。

通过单次结冰模拟结果分析离散涡方法引入

压缩性修正对流场和结冰的影响，该算例第 60 s结
冰模拟结果如图 7所示。

图 4 NLF-0414翼型结冰冰形比较

Fig. 4 Comparison of ice shape for NLF-0414 airfoil

图 6 算例 1结冰冰形比较

Fig. 6 Comparison of ice shape for Case 1

图 5 Business Jet机翼翼型结冰冰形比较

Fig. 5 Comparison of ice shape for Business Jet wing airfoil

图 7 算例 1第 60 s结冰冰形比较

Fig. 7 Comparison of ice shape for Case 1 in 60 s
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从图 7可以看出：第 60 s未考虑压缩性修正的

离散涡方法与经典 CFD方法的最终冰形轮廓不一

致。相比未考虑压缩性修正的离散涡方法，引入

修正后方法与经典 CFD方法的最终冰形更符合。

在计算第 60 s冰形时需要初始干净翼型的流

场数据。计算算例 1的干净翼型时，流场压力系数

对比如图 8所示，流场马赫数对比如图 9所示，可

以看出：修正后离散涡方法与经典 CFD方法计算

得到的压力系数和马赫数更加接近，修正后离散

涡方法可以较好地模拟流场。

分析离散涡方法引入修正前后对结冰模型计

算过程的影响，算例 1第 60 s通过结冰模型得到的

表面水含量如图 10所示，横坐标为沿驻点两侧翼

型弧长 s与弦长 c比值的无量纲距离，0为驻点位

置；纵坐标表面水含量表示单位表面积上撞击和

溢流入当前单元的质量流量与流出蒸发的质量流

量的差值。

算例 1第 60 s通过结冰模型计算得到的冻结

系数如图 11所示。

从图 10~图 11可以看出：引入压缩性修正后

经结冰模型得到的表面水含量和冻结系数与经典

CFD方法经结冰模型得到的结果更为接近，说明

引入修正后的离散涡方法相比未考虑修正的方法

模拟结冰过程更准确。

算 例 2：Business Jet 机 翼 翼 型 ，来 流 速 度

129 m/s，攻角 1. 5°，弦长 0. 9 m，静压 89 040 Pa，水
滴直径 20 μm，液态水含量 0. 31 g/m3，来流静温

-5 ℃，结冰总时长 360 s。
计算结果与文献［26］中实验结果对比如图 12

所示，可以看出：未考虑修正的离散涡方法最终模

拟冰形与实验值相比，最终冰形轮廓相差过大，而

引入修正后最终模拟冰形与实验值贴近。

图 8 算例 1流场压力系数对比

Fig. 8 Comparison of pressure coefficient in
flow field for Case 1

图 9 算例 1流场马赫数对比

Fig. 9 Comparison of Mach number in flow field for Case 1

图 10 算例 1第 60 s表面水含量对比

Fig. 10 Comparison of water quality on surface for
Case 1 in 60 s

图 11 算例 1第 60 s表面冻结系数对比

Fig. 11 Comparison of freezing factor on surface for
Case 1 in 60 s
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算例 2第 60 s结冰模拟结果如图 13所示，可以

看出：引入修正后最终模拟冰形与经典 CFD方法

的结果更符合。

计算算例 2采用干净翼型时，流场压力系数对

比如图 14所示。

从图 14可以看出：相较修正前离散涡方法计

算结果，修正后计算得到的压力系数与经典 CFD
方法结果更加接近。

将算例 2第 60 s通过结冰模型得到的表面水

含量和冻结系数进行对比，如图 15~图 16所示，可

以看出：引入修正后经结冰模型得到的表面水含

量和冻结系数与经典 CFD方法经结冰模型得到结

果更为接近；未考虑修正时经结冰模型计算出的

表面水量在驻点附近基本没有，此时驻点附近无

流入水量，而撞击到壁面的水量全部流入附近的

单元内，最终冻结系数在驻点附近接近为 0。引起

这一问题的主要原因是未考虑压缩性的离散涡方

法在结冰模型中壁面单元附近的壁温与引入修正

后结果有明显差异，未修正方法计算驻点附近的

壁温大于 0 ℃，液态水无法冻结而流向其他单元。

而引入修正后方法与经典 CFD方法在结冰模型中

的驻点附近壁温小于或等于 0，使液态水在驻点附

近结冰。

图 16 算例 2第 60 s表面冻结系数对比

Fig. 16 Comparison of freezing factor on surface for
Case 2 in 60 s

图 14 算例 2流场压力系数对比

Fig. 14 Comparison of pressure coefficient in
flow field for Case 2

图 13 算例 2第 60 s结冰冰形比较

Fig. 13 Comparison of ice shape for Case 2 in 60 s 图 15 算例 2第 60 s表面水含量对比

Fig. 15 Comparison of water quality on surface for
Case 2 in 60 s

图 12 算例 2结冰冰形比较

Fig. 12 Comparison of ice shape for Case 2
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3 结 论

（1）相比未考虑修正前的方法，引入压缩性修

正后的离散涡方法可以较好地模拟可压缩流动状

态下的翼型的流场，最终模拟冰形与实验值和经

典 CFD方法结果更为接近。

（2）在可压缩流动下的结冰数值计算中，引入

修正的离散涡方法对结冰过程中的冻结系数和表

面水含量的计算结果改进明显，与经典 CFD计算

方法结果符合较好。
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