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一种改进径向基函数插值法在气动载荷
施加中的应用

郑威，熊俊，刘剑，季凯

（中电科芜湖通用航空产业技术研究院有限公司， 芜湖  241000）

摘 要： 气动载荷是飞行器结构有限元分析中一类重要的载荷形式，由于气动载荷的网格一般与结构网格不

匹配，甚至气动载荷是以坐标—压强表格的形式给出的，需要对其进行三维插值后才能施加到结构网格上。提

出一种改进径向基函数插值法，该方法在径向基函数插值法的基础上，通过插值点的法向量对插值点的邻近空

间进行扭曲，以减少非共面采样点的干扰，并通过 K 维树数据结构提高算法效率；该改进径向基函数插值法可

以仅依据坐标—压强表格获得与结构网格匹配的载荷谱，通过对几种典型飞行器结构算例进行气动载荷的插

值，证明该方法的可行性。结果表明：改进的径向基函数插值法为气动载荷在飞行器结构有限元分析中的准确

施加提供了有效手段，具有重要的应用价值。
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A modified radial basis function interpolation method for 
aerodynamic load application
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Abstract： Aerodynamic loads are an important type of load in finite element analysis of aircraft structures. Due to 
the mismatch between the mesh used in computational fluid dynamics （CFD） and the one in structural analysis， 
and the load can be given in the form of a coordinate-pressure table， three-dimensional interpolation of the aerody⁃
namic load input is often required before it can be applied to the structural mesh. A modified radial basis function in⁃
terpolation method is proposed， where neighboring space of the interpolation point is distorted according to its nor⁃
mal vector， thus reducing the interference of non-coplanar sampling points. Additionally， it enhances the algorithm 
efficiency by incorporating a KD tree data structure. This modified radial basis function interpolation method can ob⁃
tain a load spectrum matching the structural mesh based only on the coordinate-pressure table. The feasibility of the 
method is demonstrated through interpolation of aerodynamic loads for several typical aircraft structures. The re⁃
sults show that the modified radial basis function interpolation method provides an effective means for accurately ap⁃
plying aerodynamic loads in the finite element analysis of aircraft structures， and has important application value.
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0　引  言

气动载荷是飞行器结构有限元分析中一类重

要的载荷形式，其载荷输入一般由计算流体力学

仿真得到，也可能来源于风洞实验或试飞的测量

结果。

气动载荷输入存在以下 3 种可能的形式：1）表

面网格—压强场；2）节点坐标—压强；3）节点—

力。对于第 3 种输入形式，雷莉等［1］描述的三点

排［2］、四点排、多点排等方法均可实现气动载荷到

结构网格的重新分配，不再赘述。

表面网格与对应压强场形式的气动载荷输

入，一般可由结构有限元软件识别和转换，但由于

插值过程是黑箱式的，用户难以根据问题需要进

行干预。

以节点坐标与各节点压强值的形式提供气动

载荷输入，由于输入不包含网格，需要手工插值为

有限元软件可以识别的形式。

李海涛等［3］介绍了泰森多边形、反距离权重插

值、样条函数插值、克里金插值等通用空间插值方

法。泰森多边形法需要在插值空间构造 Delaunay
三角网格，适用于样本点分布均匀的较小区域内

空间变异性不明显的场景；反距离权重插值基于

观测点对插值点的影响与距离呈反比的基本假

设，柳鑫等［4］使用反距离权重插值法进行空间温度

场插值；李力等［5］基于薄板样条插值函数进行气动

分布载荷插值；张建刚等［6］成功地通过薄板样条插

值函数对二维气动力载荷进行分配，但认为薄板

样条插值函数对三维气动力载荷分配问题运算量

过大；赵佶男［7］分别用薄板样条插值和克里金插值

法对气动导数进行二维插值计算，发现克里金插

值法的效果更优。

上述插值方法一般没有针对飞行器结构的特

性进行优化，并且存在三维插值计算量大导致插

值过程耗时较长的情况。

本文提出一种改进的径向基函数插值法，该

方法以径向基函数插值法［8-11］为基础，考虑气动载

荷施加问题中插值点与采样点可能分属不同表面

的情况，利用插值点的法向量对采样点坐标进行

空间扭曲，减少非共面采样点对插值结果的影响；

并采用 K 维树的数据结构提高插值算法计算效率。

1　数值方法

1. 1　反距离权重插值法

反 距 离 权 重（Inverse Distance Weight，简 称

IDW）插值法，基于 Tobler 地理学第一定律［12］，即

空间相关性与距离有关，且两者呈反比。该方法

原本用于地理属性的空间插值，但也被广泛应用

于其它领域。

IDW 插值公式为

P̄ ( x ) = ∑
i = 1

n

ωi Pi （1）

式中：xi ( i= 1，⋯，n )为第 i个采样点的空间坐标；

Pi为对应采样点的压强数据；P̄则为空间任意一点

的压强插值结果；ωi 为第 i个采样点对插值点的

权重。

ωi =
r-p
i

∑
i= 1

n

r-p
i

（2）

式中：ri 为采样点对插值点间欧氏距离；p为指数

幂，一般取 1 或 2，依据插值效果可适当对其加以

调整。

1. 2　径向基函数插值法

径 向 基 函 数（Radial Basis Function，简 称

RBF）插值法是一类常用的多维数据插值方法，该

方法不要求采样点（即输入数据）在空间中具有结

构化的网格形式，是一类散点数据插值方法（Scat⁃
tered Data Interpolation）。

RBF 插值法构造采样点的径向基函数，对其

进行加权得到插值点的取值，公式具有以下形式：

P̄ ( x ) = ∑
i= 1

n

ωi ψ ( ) x i - x j

P̄ ( x i ) = Pi （3）
式中：ψ ( r ) 即径向基函数，薄板样条（Thin Plate 
Spline）函数是一种常用的径向基函数，其表达式

如下：

ψ ( r ) = r 2 ln ( r ) （4）
可以看出，该函数与高斯函数（另一种径向基

函数）不同，并不是与距离呈反比的，但由于径向

基函数插值法中引入了权数 ωi，此类与距离呈正

比关系的径向基函数，仍能取得良好的插值效果。

权数 ωi通过下式确定：

2
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其中，ψi，j = ψ ( x i - x j )。
实际上，1. 1 节中提到的反距离权重也可以看

作是一种特殊的径向基函数。

1. 3　改进径向基函数插值法

改进径向基函数插值法，主要进行算法效率

与提高插值精度两方面改进。

其中算法效率方面通过将采样点坐标存储于

K 维树（KD Tree）数据结构中（K 维树是二叉树的

一种特殊形式，其每个节点存储的都是 K 维空间

点，常用于高维空间中的搜索［13-14］），在插值的过程

中对待插值点进行地最邻近搜索，以最邻近的 N
个采样点进行插值计算，从而提高三维插值的算

法效率。由于求解 m维方程组的时间复杂度为

O (m 3 )［15］，因此原始的 RBF 插值法的时间复杂度

为O ( l ⋅m 3 )，其中 l表示插值点的个数，m则是采样

点的个数；采用 K 维树并进行邻近搜索 n个邻近点

（搜索过程的时间复杂度中位数值为 O (m )［16］，平

均值则为 O ( log (m ) )［17］），因此可以把时间复杂度

的 平 均 值 降 低 到 O ( l ⋅ log (m ) ⋅ n3)。 因 此 当 n<
m

( )log ( )m
1
3

时，K 维树将提高插值的效率。例如对

于一个较为粗略的气动载荷计算结果，设表面网

格数量约 5 千个（即 m=5 000），则当 n< 2 448 时，

改进后的 RBF 插值法将表现出速度优势。当缺少

经验时，可以通过随机选择少量插值点，对设定的

一组 n的取值进行试算，选择插值结果开始趋于稳

定时的 n值，用于实际计算。一般而言，n取在

200~300 时插值结果即已趋于稳定。

插值精度方面，由于飞行器的蒙皮一般为薄

壳结构，因此与插值点有着相同欧氏距离的采样

点可能分属不同的蒙皮，而插值点的真实值应与

其同侧蒙皮的采样结果有着更强烈的相关性。基

于同属相同蒙皮的点之间法向距离分量一般应小

于切向距离分量的假设，通过将插值点与采样点

距离分解为蒙皮法向与切平面内的距离，并对法

向距离进行非线性变化，人为地加大法向距离，再

合成为修正后的距离，修正后的距离的表示式

如下：

ri = r 2
t + f 2( )rn （6）

其中，r t和 rn分别代表采样点与插值点间在曲面切

向和法向的距离（该距离含正/负号表示与向量

同/反向），修正法向距离 f ( rn ) 为一个连续分段

函数：

f ( rn )=

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

rn                           ( || rn < t )

t ⋅ e
α ( )rn

t
- 1

               ( rn ≥ t )

- t ⋅ e
α ( )- rn

t
- 1

      ( rn ≤ - t )

（7）

该函数的作用是使在合理偏移范围 t以外，采

样点的距离以指数关系增加，下图为 t= 1，α= 4
时的函数图像：

其中 t的取值与输入的坐标单位及气动面几

何尺度有关，对于一般的飞机结构，若以 mm 单位

进行建模，则 t取 1~3 一般是恰当的。参数 α的作

用是放大（-t，t）以外的方向距离，当取 4 时，2t将
被放大到约 100t。

综上，改进 RBF 插值的过程包含以下步骤：

1） 首先将所有采样点坐标存储于 K维树中，

根据待插值点的坐标 x可以进行最近邻搜索，找到

与其距离最短的N个邻近点 x i ( i= 1，⋯，N )；
2） 使用上述距离修正函数对邻近坐标点进行

空间扭曲，产生新的空间坐标：x i = x i +( f ( ( x i -
x ) ⋅ n) -( x i - x ) ⋅ n ) n

（这里的 n是插值点处蒙皮的单位法向量）

3） 对扭曲后的N个邻近点坐标和对应压强值

进行径向基函数插值，得到插值结果。

rn rn

f(
r n
)

 
                  （a） 函数图像                （b） 局部放大后的图像

图 1 当 t= 1，α= 4 时的修正法向距离函数

Fig. 1　Modified normal distance function while t= 1，α= 4

3
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2　算例与分析

下面用几个算例，分别从不同角度验证该算

法的有效性。

2. 1　相邻板算例

两块薄板（相对位置关系如图 2 所示），均匀划

分为边长为 4 mm 的四边形网格。将两块薄板表

面的压强定义为关于坐标的函数，上下两块薄板

表面的压强函数分别为

Pbottom ( x，y，z)= x2

9 - y 2

4 - 10

Ptop ( )x，y，z = -5x+ 4y- 18
（8）

薄板上的压强分布如图 3 所示。

对压强值根据均值和标准差进行正规化后，

通过对 50 个随机取定的位置点，取不同数量的邻

近点采用改进 RBF 插值法进行试算，与原始 RBF
插值法的结果进行比较得到 50 个插值点的平均偏

差如图 4 所示，可以看出：邻近点取 250 左右时插

值结果已趋于稳定。将不同邻近点数目的改进

RBF 插值法试算时长与原始 RBF 插值法计算时长

进行比较，可以得到改进 RBF 插值法的效率优势

如图 5 所示。该算例中，邻近点个数取 250 时，改

进 RBF 插值法的用时约为原始 RBF 插值法用时

的 40%。

在平面上随机选择 10% 的四边形网格当作插

值点，其余网格当作采样点，分别使用改进 RBF 插

值法（邻近点个数取 250）、RBF 插值法和 IDW 插

值法，与原始值的误差情况如图 6 所示。

200

100

6°  10

单位：mm

 

图 2 薄板相对位置关系

Fig. 2　Relative position of two thin plates

邻近点个数取值

平
均
偏
差

 

图 4 插值结果的平均偏差与改进 RBF 法采用的

邻近点个数的关系

Fig. 4　Relationship between average deviation of 
interpolation results and the number of adjacent 

points used in the modified RBF method

图 3 相邻板压强分布（单位：MPa）
Fig. 3　Pressure on neighboring planes（Unit：MPa）

正
规
化
误
差

插值点序号
 

图 6 不同插值法的正规化误差

Fig. 6　Normalized error of different interpretation methods

邻近点个数取值

改
进
R
B
F
法
耗
时
/
R
B
F
法
耗
时

 

图 5 改进 RBF 法的效率优势与采用的邻近点个数的关系

Fig. 5　Relationship between the efficiency of the modified 
RBF method and the number of adjacent points used
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从图 6 可以看出：本例中改进 RBF 插值法得

到的结果总体优于 RBF 插值法的结果。与此同

时，改进 RBF 插值法的结果均好于 IDW 插值法。

若随机选择当作插值点的网络数量占总网络

数量的 40% 时，由于可以使用的采样点数量减小，

平均误差（
||插值结果 - 原始值

插值点数
）略有增加，如表 1

所示。

该算例显示，改进 RBF 插值法，由于其将最邻

近空间扭曲的特性，对相邻的薄板表面压强的插

值问题可以取得更好的插值结果。与此同时，由

于使用了 K 维树进行邻近点搜索，并选择了适当的

邻近点数目，提高了插值的效率。

2. 2　翼面算例

本例对一个典型翼面结构（弦长 1 m，展长      
3 m）进行计算流体力学（Computational Fluid Dy⁃
namics，简称 CFD）仿真得到的压强分布结果，分

别使用 RBF 插值法、改进 RBF 插值法（邻近点数

取 250）和 IDW 插值法将其施加到结构有限元网格

上。计算原始输入与三种方法插值结果的合力与

合力矩，如表 2 所示。对应方向向量的相对误差

（| 1 -< n ref，n calc > |，利用了向量重合时余弦值为 1
的性质）和合力、合力矩的相对误差如图 7 所示，可

以看出：三种方法得到的合力、合力矩方向误差都

很小，而 RBF 插值法和改进 RBF 插值法得到的合

力、合力矩的相对误差均小于 1%。改进 RBF 插值

法的合力相对误差略高于 RBF 插值法，但合力矩

的 相 对 误 差 接 近 于 0。 IDW 插 值 的 结 果 误 差

较大。

以机翼压强分布为例，CFD 计算、RBF 插值计

算、改进 RBF 插值技术以及 IDM 插值计算结果如

图 8~图 11 所示。

表 1　不同插值法的平均误差

Table 1　Average Error of different interpretation methods

平均误差

RBF 插
值法

0. 006 0

IDW 插
值法

0. 359 1

改进 RBF 插值法

随机抽取 10%

0. 005 6

随机抽取 40%

0. 005 7

表 2　三种插值法的计算结果

Table 2　Results of three interpretation methods

参考值

RBF

改进 RBF

IDW

合力方向向量

x

0. 092 4

0. 092 4

0. 086 5

0. 089 5

y

0. 995 7

0. 995 7

0. 996 3

0. 996 0

z

-0. 000 6

-0. 000 6

 0. 000 1

 0. 000 0

合力矩方向向量

x

0. 012 3

0. 012 3

0. 013 6

0. 018 1

y

-0. 000 4

-0. 000 4

-0. 002 2

 0. 002 1

z

0. 999 9

0. 999 9

0. 999 9

0. 999 8

合力/N

3 413

3 403

3 393

3 290

合力矩/（N·m-1）

1 004

1 008

1 004

970

 

0.00%

1.00%

2.00%

3.00%

4.00%

相
对
误
差

RBF

改进RBF

IDW

图 7 三种插值法的相对误差

Fig. 7　Relative error of three interpretation methods 图 8 机翼压强分布（CFD 计算结果）（单位：MPa）
Fig. 8　Pressure on wing section （CFD result） （Unit：MPa）
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对比图 8~图 11 可以看出：RBF 插值法和改进

RBF 插值法得到的压强分布云图与原输入具有较

强的一致性，但改进 RBF 插值法表现出一定的效

率优势（约为原始 RBF 插值法耗时的一半）。IDM
插值法得到的结果的分布基本相似，但取值范围

和原始输入的差异相对两种 RBF 插值法稍大。

3　结  论

1） 针对飞行器结构有限元分析中气动载荷施

加 问 题 ，本 文 提 出 了 一 种 改 进 的 径 向 基 函 数

（RBF）插值法，该算法可实现节点坐标—压强形

式的气动载荷空间插值，同时也可更灵活地对表

面网格—压强场形式的气动载荷进行插值。

2） 该方法采用 K 维树数据结构存储采样点，

插值时取邻近点进行插值，当邻近点数量 n与总采

样点数 m满足 n< m

( )log ( )m
1
3

时，算法平均时间复

杂度降低，可以提高插值计算的效率。

3） 该方法在插值过程中根据插值点与邻近采

样点间的法向距离对空间进行扭曲，薄板算例显

示该方法可以较好地排除非共面的邻近点对插值

结果的干扰。

4） 对于典型飞行机结构的气动载荷插值计算

表明，改进 RBF 法可以得到较为准确的合力矩结

果，同时合力值误差也小于 1% ，插值结果云图与

原始输入具有一致性。
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