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发动机燃油泵附件的管路动力学等效设计及实现
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摘 要： 燃油泵附件的管路空间构型复杂，在振动环境试验中直接模拟难以实现。为满足试验要求，采用系统

等效缩减/扩展过程（SEREP）方法对管路进行动力学等效设计，选取管路上特定结点为主自由度，并将原管路

模型缩减至主自由度模型上，得到缩减质量和刚度矩阵；对子振型矩阵采用 SVD 分解，使得缩减质量和刚度矩

阵进一步简化，得到低阶管路模型的新缩减质量和刚度矩阵参数；提出“质量球—梁弹簧”结构模型，分别用“质

量球”和“梁弹簧”来映射缩减的质量和刚度矩阵，进而确定等效设计加工参数；通过实例验证等效设计方法的

可行性。结果表明：等效管路与原管路的第一阶频率误差大多在 10% 以内，满足工程应用要求。
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Abstract： The pipeline space configuration of fuel pump accessory is complex， and it is difficult to simulate directly 
in vibration environment test. In this paper， the system equivalent reduction expansion process （SEREP） is used 
for the dynamic equivalent design of the pipelines to meet the test requirements. By selecting the specific nodes on 
the pipeline as the main DOFs， and reducing the original pipeline model to the main DOFs model， the reduced 
mass and stiffness matrix are obtained. The sub-mode matrix is decomposed by SVD to further simplify the re⁃
duced mass and stiffness matrix， then the new reduced mass and stiffness matrixes of low-order pipeline model are 
obtained. The "mass ball-beam spring" structure model is proposed， which maps the reduced mass and stiffness ma⁃
trices using "mass ball" and "beam spring" respectively， thereby determining equivalent design and processing pa⁃
rameters. Finally， the implementation of the equivalent design method is verified through examples， and the first 
frequency error between the equivalent pipeline and the original pipeline is mostly within 10%， meeting the require⁃
ments of engineering applications.
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0　引  言

振动环境设备在研发或装机前，需依据规范

和标准（如 GJB 150. 16A—2009）在振动台上模拟

使用振动环境，进行功能或耐久性考核和评估。

这种“线下”试验模拟方式要求装备在振动台上安

装结构应尽量模拟真实安装结构的动力学特性，

否则有可能造成设备的虚假振动环境，导致功能

或耐久性考核与评估失真，该问题在发动机附件

设备振动试验中非常突出。以发动机燃油泵附件

为例，多个主连接点将燃油泵安装在发动机主体

结构上，承接来自发动机的主要振动，但由于功能

需要，燃油泵附件会延伸出多根油管管路至发动

机结构或其他设备上。这些管路给燃油泵附件的

振动试验带来两个问题：①从管路传递来的附加

振动响应问题；②管路自身对燃油泵附件的动特

性影响问题。实践和分析也表明，管路的影响不

能忽略。

这些管路在振动台上被完全模拟，存在以下

问题：①各管路有多个支撑，有效长度难以确定；

②管路是空间细长结构，尺寸远大于振动台面，无

法固定；③没有相应的设计方法或规范。目前，振

动试验中这些附属管路或是被忽略，或是以简单

刚度等效原则来设计。

结构优化设计是动力学等效设计最常用的方

法，依据优化设计三要素不同，可分为参数化和拓

扑优化设计。唐庆等［1］模拟航空发动机附件管路

安装的动力学特性，采用优化设计方法，将其视为

振动夹具进行等效设计，试验和仿真一致性较好；

刘冉等［2］采用保证加筋截面积相等且抗弯模量、惯

性矩尽可能与原型接近的设计方法，研究了冲击

载荷下加筋壁板的等效设计，取得了较好的效果，

这是典型的参数化优化设计方法；姜宝石等［3］采用

拓扑优化设计方法，研究了结构形态、动力特性和

地震等效静载的相互反馈的结构等效设计；董小

虎等［4］运用自适应成长法的拓扑优化设计方法解

决板壳加筋结构在承受动载荷激励下的动态响应

拓扑优化设计问题。理论上拓扑优化是非常有前

景的结构等效设计方法［5］，但由于流程复杂、成本

高、设计出的结构可实现难度大，工程实际应用并

不多。

系统等效缩减/扩展过程（System Equivalent 
Reduction Expansion Process，简称 SEREP）方法也

可用于动力学等效设计。SEREP 方法经过多年的

发展，其应用主要集中在结构动力学模型修正/测
试［6-8］、复杂动力学高效快速响应计算［9-10］、结构振

动控制［11-12］等方面。该方法的主要特点包括任意

选取缩减模态、缩减模型的品质不依赖主自由度

位置等，有利于进行灵活的等效设计［9］。

针对管路的设计已有大量研究，多数聚焦于

自 身 设 计 ，如 管 路 支 架 或 卡 箍 动 力 学 匹 配 设

计［13-14］、布置［15-16］及相关动力学特性计算［17-18］方

面，但将管路作为等效设计对象鲜有报道。

本文依据类似正向设计的思路，针对管路这

种结构，首先采用 SEREP 方法获得少自由度模型

的设计参数，然后设计易加工的“质量球—梁弹

簧”结构模型，建立两种模型参数之间的映射关

系，进行管路等效设计，并在一个发动机附件管路

的工程实例中予以实现。

1　SEREP方法原理及形式

1. 1　基本原理

一般 n自由度无阻尼的结构动力学方程如下：

MẌ ( t ) + KX ( t ) = F ( t ) （1）
式中：M、K分别为系统质量和刚度矩阵；Ẍ ( t )、
X ( t )、F ( t ) ∈ Rn× 1，分别为物理坐标系下结构的加

速度、位移响应和力激励向量。

用模态综合法，响应 X ( t )可表示为

X ( t ) =Φq ( t ) （2）
式 中 ：Φ ∈ Rn× n 为 模 型 的 完 全 特 征 向 量 矩 阵 ；

q ( t ) ∈ Rn× 1 为模态空间下的坐标。

但在实际求解中，往往进行模态截断，即：

X ( t ) =Φ Pqp( t ) （3）
式中：Φ p ∈ Rn× p 为由 p阶特征向量组成的矩阵；

qp( t ) ∈ Rp× 1 为截断模态空间下的坐标。

将 响 应 向 量 X ( t ) 分 为 主 从 自 由 度 Xm( t )、
X s( t )两部分，即：

X ( t ) =
ì
í
î

ü
ý
þ

Xm( )t
X s( )t

=ì
í
î

ü
ý
þ

Φmp

Φ sp
qp( t ) （4）

Xm( t ) =Φmpqp( t ) （5）
X s( t ) =Φ spqp( t ) （6）

主自由度即为对原模型进行缩减而保留的自

由度，在式（5）~式（6）中以广义坐标 qp( t ) 为中间
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量将从自由度以主自由度表示，从而达到去除从

自由度的目的，这需对子模态矩阵 Φmp求逆，显然

Φmp不一定是方阵，分为以下三种情形：

1） 当m= p时

Φmp满秩，非奇异，可逆，则：

qp( t ) =Φ-1
mp Xm( t ) （7）

2） 当m> p时

求逆时，方程数量 m大于未知量数量 p，可在

最小二乘意义下求得，则：

ì
í
î

ïï

ïïïï

qp( )t =Φ+
mpXm( )t

Φ+
mp = [ ]ΦT

mp  Φmp

-1
ΦT

mp

（8）

式中：Φ+
mp为Φmp的广义逆。

3） 当m< p时

求逆时，方程数量 m小于未知量数量 p，可在

平均意义上求得，即结果不唯一，则：

ì
í
î

ïï

ïïïï

qp( )t =Φ+
mpXm( )t

Φ+
mp =ΦT

mp[ ]ΦmpΦT
mp

-1 （9）

在实际工程应用中，为了在主自由度 m中能

观测（精确再现）被选择模态 p，要求保留自由度或

主 自 由 度 数 不 小 于 模 态 数 量 ，考 虑 常 见 情 形 ，

即m≥ p：

X s( t ) =Φ spΦ+
mpXm( t ) （10）

X ( t ) =
ì
í
î

ü
ý
þ

Xm( )t
X s( )t

= TXm( t ) （11）

T=
ì
í
î

ü
ý
þ

ΦmpΦ+
mp

Φ spΦ+
mp

=Φ pΦ+
mp （12）

式中：T为缩减变换矩阵。

  利用 T可将式（1）缩减为

MR Ẍm( t ) + KRXm( t ) = FR( t ) （13）
其中，

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

MR = T TMT
KR = T TKT

FR( )t = T TF ( )t
（14）

1. 2　质量缩减矩阵对角化

质量缩减矩阵MR一般不是三角阵，使得后续

动力学等效设计中“质量球—梁弹簧”模型的质量

球参数不能直接确定。通过对子振型矩阵 Φmp进

行 SVD 分解［19］，继续对缩减质量矩阵和刚度矩阵

变换，在保证缩减模型特征值不变的前提下，质量

缩减矩阵实现对角化。

令Φ p为质量归一化正交振型矩阵，则：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

MR = T TMT= [ ]Φ+
mp

T
ΦT

p MΦ pΦ+
mp =

[ ]Φ+
mp

T
Φ+

mp

KR = T TKT= [ ]Φ+
mp

T
ΦT

p KΦ pΦ+
mp =

[ ]Φ+
mp

T
Λ ppΦ+

mp

    （15）

式中：Λ pp 为包括前 p阶模型的特征值矩阵，Λ pp =
ΦT

p KΦ p。

在 m≥ p 前 提 下 ，子 振 型 矩 阵 Φmp 做 SVD
分解：

Φmp = U∑∑V T （16）
式中：U ∈ Rm× m、V ∈ Rp× p均为酉矩阵。

  则秩为 p奇异值矩阵 ∑∑ ∈ Rm× p可表示为

∑∑ = é
ë
êêêê ù

û
úúúúσpp

0
（17）

子振型矩阵的Φmp广义逆Φ+
mp可表示为

Φ+
mp = V∑∑+U T （18）

其中，

∑∑+ = [ σ-1
pp 0 ] （19）

将式（17）~式（18）代入式（15）：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

MR = U é
ë( ∑∑+ ) T ∑∑+ù

ûU
T = UM 0

RU T

KR = U é
ë( ∑∑+ ) T

V T Λ ppV∑∑+ù
ûU

T = UK 0
RU T

  （20）

则式（13）的特征值方程可写为

U ( K 0
R - λM 0

R )U Tφm = 0 （21）

这种形式的缩减矩阵M 0
R = [ ]∑∑+ T ∑∑+ 为对角

阵，有利于动力学等效设计参数确定。

2　等效设计工程化实现方法

2. 1　主自由度和模态选择

SEREP 方法的缩减模型的品质不依赖主自由

度位置选择，但针对本文管路的可实现等效设计，

则须对主自由度选择进行限制。

为了设计方便，将管路视为 Euler-Bernoulli
梁［20］，且只考虑管路一个方向的横向振动。

管路模型 SEREP 缩减过程如图 1 所示，细长

的管路梁等效设计后，等效梁在空间梁方向上长

度会变短，故在 SEREP 缩减过程中主自由度只能

选择在管路缩减模型与原管路模型重叠区域，即

缩减质量和缩减刚度在靠近主结构端的自由度上

体现。模型缩减后，以主自由度对应的缩减质量
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矩阵和刚度矩阵求解的模态与全模型的模态精确

对应，但这些模态是参与 SEREP 缩减过程的模

态，且模态数量不大于主节点数量。

SEREP 方法在缩减模型中可任意选取模态，

但工程实际应用中，由于参与缩减的模态数量有

限，应选择缩减自由度方向对应的参与因子较高

的模态，从而总体上更好地体现缩减模型对原模

型的动力学等效。

2. 2　“质量球—梁弹簧”模型

有限元离散化是将实物梁结构参数（材料密

度、弹性模量、长度、截面）离散化为质量矩阵和刚

度矩阵。本文等效设计实现类似上述有限元离散

过程的逆过程，即已知质量矩阵和刚度矩阵转换

为实物梁的结构参数。有限元离散化过程已有成

熟标准化方法，而其逆过程则不成熟甚至不存在，

特别是缩减模型的质量和刚度矩阵的上述逆过程

设计更难实现。为了使得动力学等效可实物化，

对设计出的实物模型做必要的假设和约束。根据

管路梁结构和等效实物结构加工、安装环境等要

求，提出“质量球—梁弹簧”实物结构模型。该模

型将质量矩阵和刚度矩阵分别独立设计，用“质量

球”的质量特性，独立反映质量矩阵；而“梁弹簧”

则指梁的横向刚度，独立反映刚度矩阵。梁忽略

剪切变形和转动惯量的影响，即 Euler-Bernoulli
梁，梁上各点的运动只需用梁轴线的横向位移表

示，且只考虑质点单个横向振动方向等效。

2. 3　等效设计参数映射

细长管路动特性模型缩减后，即可通过式

（15）得到缩减质量矩阵MR、缩减刚度矩阵 KR。一

般情况下，MR、KR都不是对角阵，不能直接作为设

计参数将其映射至“质量球—梁弹簧”结构模型，

工程应用难以实现。通过式（20）对MR和 KR做对

角化处理，得到新的缩减质量矩阵M 0
R 和缩减刚度

矩阵 K 0
R，其中M 0

R 为对角阵；K 0
R 为对称阵，但一般

不是对角阵。

等效设计参数映射时，M 0
R 的对角元素就对应

着“质量球—梁弹簧”结构模型的刚性质量球质量

参数mi，如式（22）所示。

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

M 0
R =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú⋱ 0 0 0
0 Mii 0 0
0 0 M ( i+ 1 )( i+ 1 ) 0
0 0 0 ⋱

mi =Mii

（22）

理想的“质量球—梁弹簧”结构模型是解耦

的，质量球mi和两端梁弹簧刚度之和 ( ki + ki+ 1 )组
成一个独立的质量—弹簧系统，因此不再考虑 K 0

R

非对角元素及其物理意义了，而通过 K 0
R 对角元素

组成的对角阵 K̂ 0
R 确定梁弹簧刚度参数 ki，如式

（23）所示。

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

K̂ 0
R =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú⋱ 0 0 0
0 Kii 0 0
0 0 K ( i+ 1 )( i+ 1 ) 0
0 0 0 ⋱

ki + ki+ 1 = Kii

ki+ 1 + ki+ 2 = K ( i+ 1 )( i+ 1 )

（23）

这样梁弹簧数量始终比质量球的数量多 1，即
梁弹簧刚度参数数量比 K̂ 0

R 对角元素数多 1，故式

（23）无法唯一确定参数 ki，还缺少一个限制条件。

一个显而易见的限制条件为

ki+ 1 < min  (Kii，K ( i+ 1 )( i+ 1 )) （24）
最简单的选取方式如下：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ki+ 1 = Kii

2

或   ki+ 1 = K ( i+ 1 )( i+ 1 )

2

（25）

显然，由于参数 ki限制条件不完全，增加了 ki
参数设计的灵活性，通过更加合理的 ki参数分配，

还应使得设计结构满足强度要求。

确定了质量参数 mi 和刚度参数 ki 后，就可设

计“质量球—梁弹簧”结构模型的加工参数。假定

质量球以完全球体计算，梁弹簧截面选为圆形，梁

弹簧长度（质量球之间距离）仍以缩减模型主自由

图 1 管路模型 SEREP 缩减过程

Fig. 1　SEREP reduction process of pipeline model
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度之间、主自由度与边界的距离进行设计，则具体

计算公式如下：

mi = ρV= ρ ( 4
3 πR 3

i ) （26）

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ki =
48EI
L 3
i

I= 1
4 πr 4

i

（27）

式中：ρ为结构材料密度；E为结构材料弹性模量；

Li为梁弹簧长度；Ri为质量球半径；ri为梁弹簧圆

截面半径。

2. 4　等效设计实现流程

通过 2. 3 节，将缩减质量矩阵和刚度矩阵转换

为实际可加工结构的设计参数，实现动力学等效

设计，总结实现流程如图 2 所示。

3　工程应用

发动机燃油泵附件管路如图 3 所示，在振动耐

久试验时，按照正常的振动夹具或支持结构的设

计无法实施，因为附件延伸出 12 根长短粗细不一

的油液管路，呈空间分布，超过振动台面限制尺

寸。管路附加的刚度和质量不可忽略，对附件的

振动性能影响不可忽视。按照前述管路等效设计

方法和流程分别对 12 根附件管路进行动力学等效

设计。

原管路模型的 Euler-Bernoulli 梁单元有限元

模型如图 4 所示，每个结点都有 3 个自由度，即 2 个

横向自由度和 1 个转动自由度。为了设计简单，在

模型缩减过程中，主自由度只选取与垂直于振动

台面方向相同的梁横向自由度，参与缩减的模态

只选取相应方向上的一弯、二弯模态。

选择管路等效“质量球—梁弹簧”结构模型的

空间形式依原管路分布，最终等效管路结构形式

如图 5（a）所示。显然该等效结构是空间曲梁形式

的，设计难度大，特别是“质量球”与“梁弹簧”连接

的设计比较繁琐复杂；等效结构加工分段实施，然

后焊接而成，振动强度难保障，另外在振动台上安

装复杂，初始安装预应力不可控。考虑到等效设

计的核心是将缩减质量和刚度矩阵参数映射至等

效结构上，而且仅是动特性的等效，因此等效管路

没有必要设计成曲梁空间形式，完全可以采用直

梁形式，如图 5（b）所示，从而更好地解决加工工

艺、安装及其引起的强度问题。

图 3 发动机燃油泵附件管路

Fig. 3　Engine fuel pump accessory pipeline

图 2 动力学等效设计实现流程图

Fig. 2　Flow chart of dynamic equivalent design

图 4 管路有限元模型

Fig. 4　Pipeline finite element model
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选取铝材和钢材对质量球和梁弹簧进行结构

设计。发动机燃油泵附件 12 根管路的等效设计采

用直梁形式，具体参数如表 1 所示，在振动台上安

装如图 6 所示。

在图 6 中，等效管路一端连接燃油泵，另一端

用两个深孔 M10 螺栓夹持在“刚性支座”上，保证

有较大的夹持刚度，同时“刚性支座”设计固有频

率远大于对应等效管路固有频率，从而降低夹持

端对等效管路动特性的影响；另外使得夹持孔中

心线通过等效管路对称轴，与振动台面平行，避免

初始安装应力。等效管路为旋转对称结构，适合

整体数控加工，避免“质量球”与“梁弹簧”之间焊

接，大幅提高了等效管路的振动耐振性。

本文用数值分析结果对管路等效设计进行验

证，即分别提取原管路有限元模型和等效设计管

路的有限元模型的第 1 阶固有频率进行对比验证，

结果如表 2 所示。

从表 2 可以看出：设计的等效管路频率都高于

对应的原管路的频率，大多数误差都不超过 10%，

“质量球—梁弹簧”的结构模型的设计值偏大，但

从工程应用角度看该误差也是可接受的。

4　结  论

1） 提出“质量球—梁弹簧”结构模型，使得将

缩减质量和刚度矩阵的映射设计分别独立进行。

用  “质量球”的质量特性独立映射质量矩阵，用“梁

弹簧”的横向刚度独立映射刚度矩阵。

2） 在管路模型缩减过程中，制定了选取主自

由度和参与缩减模态的原则，主自由度空间坐标

是设计结构模型“质量球”的位置，它们之间的空

间连接是设计结构模型“梁弹簧”的位置。

表 2　原管路与等效管路频率（第 1 阶）对比

Table 2　Comparison of original and equivalent 
pipeline frequency （1st order）

名称

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7
P8
P9

P10
P11
P12

原管路频率/Hz

271. 2
396. 5
789. 7

1 358. 2
750. 1
587. 7
320. 6
281. 4
991. 5
483. 3

1 351. 9
1 512. 5

等效管路频率/Hz

285. 8
420. 9
835. 1

1 470. 0
807. 6
613. 8
342. 2
307. 7

1 093. 7
503. 9

1 476. 6
1 657. 8

误差/%

5. 4
6. 2
5. 7
8. 2
7. 7
4. 4
6. 7
9. 3

10. 3
4. 3
9. 2
9. 6

（a） 曲梁形式

（b） 直梁形式

图 5 “质量球—梁弹簧”结构模型示意图

Fig. 5　"Mass ball-beam spring" model diagram

图 6 振动试验中的管路等效结构

Fig. 6　Equivalent structure of pipeline in vibration test

表 1　管路等效设计参数

Table 1　Equivalent design parameters of pipeline
名称

P1
P2
P3
P4
P5
P6
P7
P8
P9

P10
P11
P12

材料

钢

铝合金

铝合金

铝合金

钢

钢

铝合金

铝合金

铝合金

铝合金

铝合金

铝合金

L1/mm

100. 0
 85. 0
 76. 7
 81. 9
 82. 2
 59. 4
162. 0
153. 8
 52. 5
 53. 7
148. 2
 78. 7

L2/mm

162. 8
 94. 5
 92. 5
 97. 9
105. 8
 88. 6
100. 4
 96. 2
253. 2
119. 4
123. 3
 98. 0

R1/mm

10. 2
14. 2
11. 0
12. 0
15. 0
19. 0
12. 0
 6. 8
16. 0
17. 6
15. 0
10. 8

R2/mm

24. 4

r1/mm

 4. 43
 2. 20
 5. 80
 3. 50
 6. 50
 5. 90
 5. 80
 4. 60
 3. 80
 4. 70
12. 70
 4. 60

r2/mm

8. 30
3. 30
5. 60
5. 20
6. 30
7. 00
3. 85
2. 40
4. 60
6. 90
7. 90
5. 40
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3） 在 SEREP 方法得到了缩减质量和刚度矩

阵的基础上，通过对子振型矩阵用 SVD 分解，使得

缩减质量和刚度矩阵进一步简化，特别是使缩减

质量实现对角化，进而使得缩减质量参数直接映

射至“质量球”模型上。

4） 本文研究为机载设备的动力学边界等效模

拟提供了设计方法和设计依据。
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