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基于基尔霍夫面的四维声学频域公式
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摘 要： 流动诱发噪声问题是实际工程领域极为普遍的问题之一，经典的声比拟模型仅以声学压力为参考来

评估声场特征分布还远远不够。从声压和声学速度矢量为变量的四维线性波动方程出发，选择包围非线性声

源的基尔霍夫面为积分面，并结合对流格林函数，给出均匀运动介质的四维声学频域积分公式，针对静止、旋转

单极子源和偶极子源开展数值预测研究。结果表明：本文获得的声压和声学速度分布与解析解吻合，均匀来流

情形下静止点源的声场分布表现出典型的对流效应；受均匀来流、点源的自激频率、谐波阶次和旋转频率的共

同影响，旋转点源的声场分布则表现出明显的多普勒效应和对流效应。
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Abstract： Flow-induced noise is a common problem in practical engineering. The classical acoustic analogy model 
is insufficient to evaluate the characteristic distribution of the acoustic field using only acoustic pressure as a refe-
rence. Proceeding from a four-dimensional linear wave equation with sound pressure and sound velocity vectors as 
variables， by choosing the Kirchhoff surfaces to enclose a nonlinear acoustic source as integral surface， and combin⁃
ing with the convective Green's function， the four-dimensional acoustic frequency-domain integral equation for a 
uniformly moving medium is given. Numerical prediction studies are conducted for stationary， rotating monopole 
and dipole sources. The results show that the distributions of the sound pressure and acoustic velocity obtained in 
this paper are in good agreement with the analytical solutions. In contrast to the stationary flow case， the acoustic 
field distribution of the stationary point source in the uniform flow exhibits a convection effect. On the other hand， 
the acoustic field distribution of the rotating point source exhibits a strong Doppler effect and convection effect due 
to the joint influence of the uniform flow， the self-excitation frequency， harmonic order， and rotational frequency 
of the point source.
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0　引  言

航空航天、工业生产和交通运输等领域存在

大量的流动噪声问题，基尔霍夫（Kirchhoff）方法和

声比拟方法因具有计算效率高、计算复杂度低的

优点，得到了广泛的应用。基尔霍夫方法源于线

性波动方程，直接利用封闭可渗透面（基尔霍夫

面）上的声源信息外推声学远场。声比拟方法源

于守恒形式的 Navier-Stokes 方程，FW-H 方程是

其中应用非常广泛的方法之一［1-2］，FW-H 方程的

积分解包含体积分和面积分两部分。考虑到两种

方法都涉及可渗透面的积分，研究者进一步开展

了探讨性的工作。Farassat 等［3］提出了静止介质中

运动可渗透面的基尔霍夫公式；Brentner 等［4］的研

究表明当可渗透面位于线性区域，基尔霍夫公式

和 FW-H 方 程 在 数 学 上 是 等 价 的 ；Ghorbaniasl
等［5］发展了均匀介质中的时域基尔霍夫积分方法，

并证明当可渗透面位于线性区域，均匀介质中基

尔霍夫方法和 FW-H 方法的等价性仍然成立。

然而，上述方法均以声压等标量开展气动噪

声预测研究，无法考虑声学速度矢量的影响［6］。实

际上，噪声的传播实质上是流体能量的转化，声学

能量通常用声强矢量表征，声强场的分布可以揭

示噪声能量的辐射特征和传播路径，同时为降噪

提供理论依据。声强矢量需要利用声压和声学速

度进行求解［7］，仅以声压为变量的经典声比拟理论

不能预测声强分布。另外，当对大尺寸结构开展

声散射研究工作时，如考察机身或机翼声散射［8-10］

时，声散射将会改变入射波的声压幅值和声场分

布［11］，需要计算声学速度信息满足不可渗透的边

界条件［12-13］。

静止介质中通常借助线化欧拉方程直接将声

压梯度转化为声学速度。Farassat 等［14］结合该研

究思路对 FW-H 积分方程直接求梯度，获得了声

压梯度的时域半解析公式；Lee 等［15］在文献［14］的

基础上，推导了时域解析公式 G1A；Ghorbaniasl
等［16］根据速度势的定义，通过对 FW-H 方程关于

时间积分后再求梯度，直接得到了声学速度的时

域半解析公式 V1 和 V1A。区别于上述研究方法，

毛义军等［17-18］对流体连续性方程和动量方程重组，

以声学速度为声学变量重新推导了时域公式 V1
和 V1A，并且概述了矢量声学的研究进展和应用；

He J 等［19］通过分析体积源的构成提取了完整的载

荷源项，获得了能够精确计算声学速度分量的时

域改进公式 V2A。

对于均匀流动介质，对流效应通常会使最大

声压方向向上游倾斜［7，20］，流动马赫数的影响不能

忽略。Bi C X 等［21］借助于对流格林函数，推导了

均匀介质的时域声学压力积分公式 G1M 和 G1A-

M；Ghorbaniasl 等［22］推导了均匀介质的频域声学

压力积分公式。但是上述公式数学形式复杂，计

算量庞大，而且运动介质中声压梯度不能直接表

示成声学速度，因此发展简洁、高效的声学速度公

式成为需要迫切解决的问题之一。仿照 FW-H 方

程的研究思路，Mao Y J 等［23］建立了以声学速度为

变量的对流矢量波动方程，推导了均匀介质中声

学速度的半解析公式。与文献［17］类似，文献

［23］的均匀介质声学速度解析公式丢失了一部分

载 荷 源 项 ，为 此 刘 秋 洪 等［24］提 出 了 改 进 公 式

CV1A-M，能够精确获得声学速度解。

然而，上述研究工作仅将声压或声学速度看

作独立变量开展气动噪声预测研究，因此发展能

够同时快速、准确预测声压和声学速度的研究模

型成为当前迫切需要解决的问题之一。Kambe［25］

开创性地引入流场—电磁场类比的思想来研究涡

声理论，建立了以熵和声学速度为整体变量的波

动方程；Dunn［6］受到 Kambe［25］的启发，将声压标量

和声学速度矢量（三个分量）整体作为研究对象，

建立了静止介质的四维 Lighthill 声比拟方程，并获

得了四维 FW-H 方程积分解，该四维积分公式形

式优美简洁，可以同时预测声学压力和声学速度，

有效解决了静止介质中声压和声学速度变量同时

计算的问题，然而，该方法无法解决均匀来流介质

的气动噪声预测问题。

考虑到频域方法无需复杂的延迟时间算法，

可以避免在超声速情形下出现的多普勒奇异性，

适合于旋转声源等周期性运动声源单音噪声的数

值预测［26］。本文借鉴 Dunn［6］的研究方法，给出均

匀运动介质情形下基于基尔霍夫面的四维声学频

域积分公式，并对静止、旋转单极子源和偶极子源

开展数值预测研究。

1　基于基尔霍夫面四维频域积分

公式

假设无穷远均匀来流的无量纲速度矢量为
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u∞，四维无量纲的变量 ϕα和 X α分别定义为
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式中：小扰动 p′和 u′分别为声学压力和声学速度。
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式中：D α 为四维微分算子；ηαβ 为二阶张量；D∞ Dt

为无量纲的物质导数。

D∞

Dt
= ∂

∂t + u∞i
∂

∂xi
（3）

四维变量 X α和微分算子Dα可以表示为
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式中：α，β= 0，1，2，3；i= 1，2，3。

1. 1　基于基尔霍夫面的四维声学方程

结合式（2）和式（4），无量纲的四维对流矢量

线性波动方程可以表达为

D αDαϕβ = ( D 2

Dt 2 - ∂2

∂x2
i ) ϕβ = 0 （5）

引 入 运 动 速 度 为 v 的 基 尔 霍 夫 可 渗 透 面

f ( x，t ) = 0 满足：
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式中：n为可渗透面的外向单位矢量。

结合式（6）可得：
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进一步可以得到：

Dα H ( f ) ϕβ = [ ]Dα H ( )f ϕβ + H ( f ) Dαϕβ

       （10）
式中：H ( ⋅ ) 和 δ ( ⋅ ) 分别为 Heaviside 函数和 Dirac
函数。

结合式（8）和式（10），方程（5）可以进一步改

写为

D αDα H ( f ) ϕβ = D α[ ]Dα H ( )f ϕβ + H ( f ) Dαϕβ =

                                 D α[ ]N aϕβ δ ( )f + (Dαϕβ) N α δ ( f )
（11）

得到的式（11）即为均匀运动介质中基于基尔

霍夫面的四维声学方程。

1. 2　基尔霍夫面的四维声学频域积分公式

采用无量纲的格林函数求解式（11）。已知考

虑均匀流影响的时域无量纲格林函数为

G 0 ( x，y，t- τ )=
δ ( )g
4πR* （12）

式中：x和 t为观察点的位置与接收时刻；y和 τ为

声源的位置与发出时刻；g为延迟时间函数。

R*，R和 g分别定义为
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式中：M∞ = u∞ c∞ 为均匀来流马赫数矢量；r为声

源点 y和观察点 x间的距离；α为均匀流比例因子。
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R* 和 R的空间导数分别为
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依据文献［6］，式（11）对应的积分解可以表

示为

ϕβ( x，t ) = D α∫
-∞

+∞∫R
N aϕβ δ ( f )G 0 dy3 dτ+

                    ∫
-∞

+∞∫R ( )Dαϕβ N α δ ( f )G 0 dy3 dτ=

                   D α∫
-∞

+∞∫ f= 0
N aϕβ

δ ( g )
4πR* dy2 dτ+

                   ∫
-∞

+∞∫ f= 0
( )Dαϕβ N α

δ ( g )
4πR* dy2 dτ=

                1
4π ∫

-∞

+∞∫ f= 0
N aϕβK αγ

1 ∂γé
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

δ ( g )
R* dy2 dτ+

                1
4π ∫

-∞

+∞∫ f= 0
( )K αγ

2 ∂γ1ϕβ N α

δ ( g )
R* dy2 dτ

（16）
  积分表达式中 Dαϕβ是 y和 τ的函数，二阶张量

K αγ
1 、K αγ

2 和四维微分算子 ∂γ、∂γ1 分别定义为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

K αγ
1 = ( )1 u∞j

0 i δ ij

K αγ
2 = ( )1 u∞j

0 i -δij

∂γ = ∂
∂X γ

= ( )∂ ∂t
∂ ∂xi

∂γ1 = ( )∂ τ
∂ ∂yi

（17）

满足：
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对式（16）两端同时进行傅里叶变换，可以得

到均匀运动介质中基于基尔霍夫面的四维声学频

域积分公式：

4πϕ͂β =∫
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式中：i 为虚数单位；ω为无量纲的角频率；ϕ͂β 为频

域量。

  四维算子 ∂γ2 定义为

∂γ2 = ( )iω
∂ ∂xi

（20）

对于可渗透面固定不动的特殊情况，简化积

分公式可以提高计算效率。此时距离参数 R* 和 R

以及可渗透面外法向矢量 n是恒定的，式（19）可以

简化为
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∂γ3、S͂ γβ1 、S͂ αβ2 和Aγ分别为
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2　声场预测研究

本文采用经典的单极子和偶极子点源声辐射

算例验证四维频域积分公式。在笛卡尔坐标系

下，假设沿水平 x1 轴正向运动的均匀流密度为

1. 2 kg/m3，马赫数Ma∞ =0. 4，声速 c∞ = 340 m/s，
流动特征长度为 1 m，点源的自激频率为 510 Hz，
对应的无量纲角频率 ωs = 1. 5。选取中心位于坐

标原点且边长为 a=0. 6 m 的正方体表面为可渗透

面，为确保空间解析精度，采用结构化网格划分方

式将可渗透面离散为 9 600 个矩形单元。可渗透

面上离散单元的输入数据由点源的精确解产生，

为明确且直观地分析声场，最终分析结果均转化
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为有量纲结果输出。

2. 1　静止单极子

考虑位于坐标原点的单极子声辐射，对应的

无量纲速度势函数可以表示为

ϕ ( x，t ) = A
4πR* exp [ iω ( t- R ) ] （24）

速度势的幅值取为 A= 1 340，对应的声学速

度和声压分别用下列表达式计算。
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u′i( )x，t = ∂ϕ ( )x，t
∂xi

p′( )x，t = -D∞ϕ ( )x，t
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    （25）

在 x1 ⁃x2 平面内半径为 12 m 的圆周上均匀布

置 120 个观察点，且将由 x1 轴正方向逆时针旋转到

观察点形成的角度设为观察角 θ，在每个声传播周

期内连续输出 128 个样本作为声源输入数据。静

止单极子在自激频率下的声场指向性分布如图

1~图 2 所示，可以看出：所有观察点处声压和声学

速度数值解与解析解完全吻合；由于均匀介质沿 x1

轴正方向向右运动，流体的对流效应使得声压和 x1

方向声学速度的幅值分别呈现竖直方向不对称的

单极子和偶极子分布，即来流方向观察点的幅值

更大，尾流方向的幅值较小；而 x2 方向声学速度的

幅值不受 x1 方向流动的影响，仍然呈现沿水平轴

对称的偶极子分布。

2. 2　静止偶极子

假设轴线与竖直 x2 轴重合的偶极子位于坐标

原点，无量纲速度势函数可表示为

ϕ ( x，t ) = ∂
∂x2

{ A
4πR* exp [ iω ( t- R ) ] }

（26）
采用与静止单极子相同的设计参数，包括速

度势幅值、观察点位置等。自激频率下静止偶极

子的声压指向性分布和声学速度指向性分布如图

3~图 4 所示。

（a） x1 方向声学速度

（b） x2 方向声学速度

图 2 静止单极子声学速度的指向性分布

Fig. 2　Directionality distribution of acoustic 
velocity for the stationary monopole

图 1 静止单极子声压的指向性分布

Fig. 1　Directionality distribution of sound 
pressure for the stationary monopole
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从图 3~图 4 可以看出：通过本文获得的声压

和声学速度数值解与解析解完全一致；x2 方向声学

速度的幅值仍然呈现为关于水平轴对称的偶极子

分布；受到 x1 轴方向流动的影响，声压在左侧来流

方向幅值相对较大，呈现为竖直方向不对称的偶

极子分布；x1 轴方向的声学速度幅值呈现为左大右

小的四极子花瓣状分布，左侧观察点幅值偏大显

然与对流效应密切相关。

2. 3　旋转单极子

考虑初始时刻位于 x1 正半轴，旋转半径为

0. 1 m，以角速度 ωr = 0. 25ωs 绕 x3 轴逆时针旋转

的单极子声辐射。连续输出 512 个时间信号共 4
个周期的声学样本作为输入数据。运动单极子的

无量纲速度势函数可以表达为

ϕ ( x，t ) = A
4πR*( )1 -MR

exp [ iω ( t- R ) ]

         （27）
与静止点源的单频声场不同，频域情形下旋

转点源会诱发多普勒现象，观察点接收到的声学

信号分布在一系列离散频率上，对应的角频率满

足 数 学 关 系 式 ω= ωs + mωr，其 中 m= 0，±1， 
±2，⋯，为谐波阶次［27］。观察角 θ= 150°处旋转单

极子的声压与声学速度频谱图如图 5~图 6 所示，

可以看出：声波的能量主要集中在 m= -1，0，1，2
的四个频率上，声场的最高峰值出现在m= 0 频率

（点源的自激频率 ωs）处。对不同频率的声波，本

文方法获得的声压和声学速度的数值解与解析解

吻合较好。

图 3 静止偶极子声压的指向性分布

Fig. 3　Directionality distribution of sound 
pressure for the stationary dipole

图 5 旋转单极子声压的频谱图

Fig. 5　Spectrum of sound pressure for the 
rotating monopole

（a） x1 方向声学速度

（b） x2 方向声学速度

图 4 静止偶极子声学速度的指向性分布

Fig. 4　Directionality distribution of acoustic 
velocity for the stationary dipole
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（a） x1 方向声学速度

（b） x2 方向声学速度

图 6 旋转单极子声学速度的频谱图

Fig. 6　Spectrum of acoustic velocity for the 
rotating monopole

为了全面考察声场的分布特征，本文重点研

究 旋 转 单 极 子 在 m= 0（ω= ωs）频 率 和 m= 1
（ω= ωs + ωr）频 率 下 的 声 场 演 变 。 m= 0 和

m= 1 频率下声压、声学速度的幅值云图如图 7~
图 8 所示，可以看出：两个频率下声压和声学速度

分量 u′1 的幅值受到对流效应的显著影响，均呈现

相同传播距离处上游幅值大、下游幅值小的分布

特征。

当 m= 0 时，声压幅值呈现沿竖直方向不对称

的单极子辐射分布特征如图 7（a）所示。声学速度

分量 u′1 的幅值则呈现左侧幅值大右侧幅值小的水

平 8 字状偶极子辐射分布，如图 8（a）所示，这与对

流的放大效应显著相关。不同于声压和声学速度

分量 u′1，声学速度分量 u′2 的幅值不受来流影响，如

图 8（c）所示，表现为竖直 8 字状偶极子辐射分布。

当m= 1 时出现多普勒效应，由于对流效应和多普

勒效应的共同影响，声场分布变得更为复杂。从

图 7（b）、图 8（b）和图 8（d）可以看出：声压和声学速

度的幅值能够保持与 m= 0 频率处相同的分布特

征，不同于 m= 0 频率处，声压和声学速度分量的

分布均不具有空间对称性。

（a） ω= ωs

（b） ω= ωs + ωr

图 7 不同频率下旋转单极子声压幅值的空间分布

Fig. 7　Contours of sound pressure's amplitude for the 
rotating monopole at different frequencies

（a） ω= ωs 频率下 x1 方向声学速度
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（b） ω= ωs + ωr 频率下 x1 方向声学速度

（c） ω= ωs 频率下 x2 方向声学速度

（d） ω= ωs + ωr 频率下 x2 方向声学速度

图 8 不同频率下旋转单极子声学速度幅值的空间分布

Fig. 8　Contours of acoustic velocity's amplitude for the ro⁃
tating monopole at different frequencies

m= 0 和 m= 1 频率下声压和声学速度的实

部云图如图 9~图 10 所示。受来流的影响，上游的

声传播方向因与来流方向相反，两个频率下声压

和声学速度的波形均被压缩。另外，不同频率下

声学变量的空间传播规律也发生了显著变化。在

m= 0 频率下，声压变量以典型的单极子特征向外

辐射传播如图 9（a）所示，声学速度分量 u′1 以典型

的水平偶极子特征向外辐射传播如图 10（a）所示，

声学速度分量 u′2 则以竖直偶极子特征向外辐射传

播如图 10（c）所示。然而，在m= 1 时频率下，由于

多普勒效应的影响，图 9（b）、图 10（b）和图 10（d）显

示声压和声学速度分量的实部均以螺旋状向外辐

射传播。上述研究表明不同频率下的声辐射传播

规律存在显著差异。对照式（19），声压和声学速

度的数值解与圆频率 ω有关。圆频率 ω与频率 f之

间满足 ω= 2πf，随着频率 f的变化，采用公式获得

的声学计算结果自然也就不同，这恰好解释了图

9~图 10 不同频率下声场分布差异显著的原因。

（a） ω= ωs

（b） ω= ωs + ωr

图 9 不同频率下旋转单极子声压实部的空间分布

Fig. 9　Contours of sound pressure' real part for the 
rotating monopole at different frequencies
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（a） ω= ωs 频率下 x1 方向声学速度

（b） ω= ωs + ωr 频率下 x1 方向声学速度

（c） ω= ωs 频率下 x2 方向声学速度

（d） ω= ωs + ωr 频率下 x2 方向声学速度

图 10 不同频率下旋转单极子声学速度实部的空间分布

Fig. 10　Contours of acoustic velocity's real part for the 
rotating monopole at different frequencies

3　结  论

1） 本文通过对单极子和偶极子经典算例开展

数值预测研究，数值结果显示采用本文四维频域

积分公式获得的声压和声学速度数值解均与解析

解吻合，充分验证了本文公式的有效性。

2） 旋转声源的辐射频率受到声源的自激频率

ωs、旋转频率 ωr和谐波阶次 m的共同影响，因此声

场分布较复杂。以旋转单极子为例，受水平方向

均匀来流影响，m= 0 对应的自激频率下声场呈现

明显的对流效应，声压的幅值分布呈现左右不对

称的单极子状，声学速度 u′1 的幅值表现为显著的

水平葫芦状分布，而声学速度 u′2 的幅值则表现为

标准的竖向偶极子分布，所有的声学变量分布均

具有沿水平轴的对称性；在 m= 1（ω= ωs + ωr）频

率下，受来流和旋转的共同影响，声场分布尤其复

杂，声场的对流效应仍然存在，但声场分布不再沿

水平轴对称。

本文对均匀来流矢量气动噪声开展的详尽研

究工作揭示了对流效应对声传播的影响。区别于

经典的声比拟方法，本文提出的四维声学频域公

式可以同时预测均匀运动介质中的声学压力和声

学速度，且该公式形式简洁、易于实施。声压和声

学速度的快速、准确预测为声能量的时空评估和

传输路径预测提供了技术支撑，进一步为阐明噪
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声传播机理和抑制噪声技术提供了理论依据。然

而，基尔霍夫方法基于线性波动方程，因此可渗透

面必须位于线性声源区域，同时可渗透面上的声

压和声学速度的空间导数不易计算，往往会增加

计算复杂度。
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