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摘 要： 航空飞行器在服役过程中会经受大量复杂的随机振动载荷，其结构易发生振动疲劳进而导致损伤甚

至失效，造成严重损失。以铝合金悬臂梁结构件为对象，开展振动疲劳试验与理论分析，研究随机振动载荷下

含裂纹梁的应力强度因子求解方法，提出一种基于 Hudson 理论的时域法，结合经典的 Paris 公式估算振动疲劳

裂纹扩展寿命。结果表明：本文提出的基于 Hudson 理论的时域法的寿命预测结果优于试验对比估算结果，验

证了该方法能够有效描述随机振动裂纹扩展行为。
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Abstract： Aviation aircraft will be subjected to a large number of complex random vibration loads during service， 
and its structure is prone to vibration fatigue， which leads to damage or even failure， which can cause serious los-
ses. The stress intensity factor （SIF） solution method for cracked beams under random vibration loading is investi⁃
gated， and a time-domain method based on Hudson's theory is proposed to estimate the vibration fatigue crack 
growth life by combining with the Paris formula. The theoretical analysis and vibration fatigue test are conducted on 
a typical cantilever beam as an object. The results show that the life prediction results of the proposed time-domain 
method based on the Hudson's theory is better than that of the experimental estimation results， which can verify 
that the method can effectively describe the random vibration crack growth behavior.
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0　引  言

随着我国飞行器的快速发展和飞行器结构设

计精细化要求的提高，亟需研究飞行器结构的随

机振动疲劳行为。疲劳裂纹扩展行为是疲劳现象

中萌生裂纹扩展到破坏的一部分。针对疲劳下的

裂纹扩展行为，通常采用 Paris 公式，表明裂纹扩展

速率受裂纹尖端应力强度因子影响［1］。在 Paris 公
式的基础上，研究者提出了许多新的模型如 Walk⁃
er 公式［2］、Forman 公式［3］、Wheeler 公式［4］等，这些

模型考虑了载荷因素对裂纹扩展的影响。

对于振动过程中的裂纹扩展问题，需要考虑

裂纹长度的变化与结构振型及固有频率的耦合关

系，Shih 等［5］分析了振动参数在裂纹扩展中的变

化，通过基于振型修正的 Forman 公式描述了单边

裂纹板的裂纹扩展行为；刘光文［6］推导了含预置裂

纹的悬臂梁局部柔度模型，着重分析了振动模态

与疲劳的耦合效应，通过广义 Forman 公式预测了

裂纹扩展寿命，并考虑了激励振幅与频率范围对

振动裂纹扩展的影响；胡家杰［7］进行了振动条件下

裂纹梁的动应力分析，通过 Paris 公式预测了裂纹

扩展寿命，并与疲劳试验结果进行对比，损伤估计

效果良好；刘梦［8］采用了随机振动疲劳分析中的频

域法与时域法，结合有限元分析结果对铝合金裂

纹悬臂的应力强度因子进行外推，有效预测了裂

纹扩展寿命，通过对比两种方法，发现频域法下的

寿命估计更为保守。

在航空飞行器结构件的振动裂纹扩展方面，

Witek［9］对航空发动机压气机叶片在共振状态下的

裂纹扩展进行了一系列理论与试验研究，分析了

叶片裂纹扩展长度与载荷循环次数的关系；Qu Z
等［10］研究了钛合金压气机叶片在共振条件下的裂

纹扩展和断裂行为。综合来看，在随机振动环境

下的裂纹扩展问题仍需要进一步研究，其中包括

随机振动裂纹尖端应力强度因子的计算。

本文基于飞行器结构的随机振动载荷环境，

设计随机振动裂纹扩展类型试验件，并开展试验，

获取典型结构随机振动疲劳裂纹扩展寿命；结合

试验数据进一步研究随机振动环境下裂纹梁应力

强度因子的求解方法，采用频域下的外推法及基

于 Hudson 的时域法，结合经典的 Paris 公式估算振

动疲劳裂纹扩展寿命，并通过峰值期望穿越率将

试验中 7075-T6 铝合金裂纹悬臂梁的 a-T曲线转

化为 a-N曲线，将估算寿命与试验结果进行对比。

1　随机振动裂纹扩展试验

1. 1　试验材料与试验件

试验采用一种含预置缺口的悬臂梁结构，材

料为 7075-T6 铝合金，具有高强度刚度、耐腐蚀等

材料属性，广泛应用于航空飞行器结构［11］，其主要

化学成分如表 1 所示。悬臂梁裂纹扩展试件尺寸

如图 1 所示，试验件厚度为 15 mm，夹持端长度为

45 mm，夹持端通过两个 M8 螺栓孔固定在振动台

面上，试验件远端有配重孔可加配重。图 1 中红线

位置为预置缺口，其采用线切割加工，缺口宽度为

0. 2 mm，其长度为 1. 5 mm。相较于直接裂纹预

制，缺口预制下裂纹萌生的时间增加，但本试验工

况下缺口位置处应力集中明显，在交变应力作用

下，缺口处会萌生尖锐的疲劳裂纹，同时结合光学

显 微 镜 观 测 ，可 以 获 得 较 为 准 确 的 裂 纹 扩 展

数据。

1. 2　试验方法

1. 2. 1 试验载荷谱

试验采用加速度功率谱密度（PSD）进行加载，

如图 2 所示。为了排除高阶模态在试验件响应中

表 1　7075 铝合金的化学成分

Table 1　Chemical composition of 7075 aluminum alloy

化学成分

Zn

Mg

Cu

Mn

Cr

质量分数/%

5. 8

2. 4

1. 8

0. 3

0. 1

化学成分

Si

Fe

Ti

Al

质量分数/%

0. 4

0. 5

0. 1

余量

图 1 悬臂梁试验件示意图

Fig. 1　Schematic diagram of cantilever beam test piece
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的参与度，将振动频率范围限制在 10~200 Hz，载
荷谱具体试验条件如表 2 所示。

1. 2. 2 试验件装配

试验件夹持端长度为 45 mm，试件与夹具通过

螺栓连接；夹具整体为圆底八边形结构，选用 290 g
矩形配重在悬臂梁末端配重，如图 3 所示。

裂纹扩展试验中，裂纹记录尤为关键［12］。为

了清晰地检测裂纹变化，利用显微镜在固定时间

间隔下暂停加载观测裂纹扩展变化，记录裂纹长

度与时间的 a-T曲线，试件裂纹扩展的变化如图 4
所示。

（a） 裂纹 a=0

（b） 裂纹 a=3. 5 mm

图 4 裂纹扩展变化

Fig. 4　Crack growth

在记录裂纹扩展数据的同时，通过激光位移

传感器观测并记录试件固定位置振幅数据，将时

域数据转化为频域确定的试件一阶固有频率变化

与裂纹长度的关系。共进行三次加载条件相同的

重复试验。

1. 3　试验结果

1. 3. 1 裂纹扩展寿命

三个 7075-T6 悬臂梁试件（L-1，L-2，L-3）裂

纹扩展的 a-T曲线以及试件在裂纹扩展过程中一

阶固有频率的变化如图 5 所示。

（a） 试件裂纹 a-T曲线

（b） 试件一阶固有频率变化曲线

图 5 试件裂纹扩展曲线与模态变化

Fig. 5　Specimen crack growth curve and modal change

图 2 裂纹扩展试验 PSD 谱

Fig. 2　Crack growth test PSD spectrum

图 3 试验件装配

Fig. 3　Test piece assembly

表 2　裂纹扩展试验条件

Table 2　Crack growth test conditions
加载方向

X

频率/Hz

10~200

功率谱密度/（g2·Hz-1）

2. 5

99



第  15 卷航空工程进展

从图 5 可以看出：试件均在裂纹达到 11 mm 左

右发生瞬断，裂纹扩展寿命均值为 1 643 s；裂纹长

度在 2~6 mm 之间，扩展速率稳定；当长度超过

6. 5 mm 时，裂纹扩展速率急剧加快，迅速扩展至瞬

断；三个试件初始一阶模态都为 176 Hz，发生瞬断

前降至 120 Hz 左右，下降 32%，这是由于裂纹的扩

展，试件整体刚度下降，固有频率随之减小。裂纹

扩展试验结果如表 3 所示。

1. 3. 2 试验件断口观察

对试件的疲劳断口进行观测，得到裂纹疲劳

断面形貌，如图 6 所示，可以看出：试件在裂纹扩展

区沿厚度方向水平扩展，当裂纹长度达 11 mm 左

右时沿 45°向上发生瞬断。观察宏观断面可见断口

中不同区域特征十分明显，最上端为预置缺口区；

疲劳源产生于缺口表面，垂直深入内部；裂纹扩展

区相较瞬断区十分光滑，这是由于在产生萌生裂

纹后，在循环加载的作用下裂纹不断张开、钝化、

扩展，因此扩展区断面光滑，并且该区域清晰地观

察到水平的裂纹条带。瞬断区比较粗糙，是由裂

纹达到临界尺寸瞬间断裂形成的断裂界面。

L-1 试件裂纹扩展区在 SEM 电镜下 4 种倍率

的放大断口形貌图如图 7 所示，图 7（a）中红框位置

为后续放大区域。断口清晰可见其疲劳条带以及

疲劳弧线，均为与预置缺口平行的水平线。观察

裂纹扩展区与预置缺口交界位置，疲劳源发生的

区域均存在一定的初始缺陷，缺陷越明显，深入裂

纹扩展区的长度越长。同时在疲劳源附近观察到

一些颗粒，结合文献［13］的研究结果，该位置处颗

粒可能是铝合金加工产生的非金属物，在交变载

荷的作用下，起到应力集中的作用，并且其易发生

断裂，促进了裂纹的萌生。在其他针对 7075 铝合

金的研究中，也观察到了由类似颗粒引起裂纹萌

生的过程［14］。

（a） 30 倍放大结果

（b） 100 倍放大结果

（c） 500 倍放大结果

（d） 1 000 倍放大结果

图 7 裂纹扩展微观断口

Fig. 7　Microscopic image of fracture

图 6 试验件断面宏观

Fig. 6　Macroscopic image of fracture

表 3　裂纹扩展试验结果

Table 3　Crack growth test conditions
试件编号

L-1
L-2
L-3

扩展寿命/s

1 723
1 568
1 640

瞬断长度/mm

10. 9
10. 8
11. 1

模态/Hz

176~120
176~127
176~118
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2　随机振动裂纹扩展行为预测

2. 1　应力强度因子计算

裂纹尖端场如应力、位移等均由应力强度因

子决定，应力强度因子的确定是解决裂纹扩展问

题的重要条件。

对于随机振动环境下的裂纹扩展，与常规疲

劳分析最大的区别在于应力强度因子的求解。常

规疲劳下，试件有直接的应力加载，而振动环境

下，结构承受由振动台带来的加速度，难以直接根

据手册中的经验公式对应力 K进行求解。本文采

用频域下外推法及基于 Hudson 理论的时域法研究

随机振动环境下的应力强度因子。

2. 1. 1　频域下应力强度因子的外推法

通过有限元分析可以确定整体结构的频域响

应，考虑结合有限元法通过频域分析，获得裂纹尖

端的频域下的应力场，进而外推获得裂纹尖端的

应力强度因子值，即应力位移外推法。

在 θ= 0 时，裂纹尖端的应力K Ι 的表达式为

K Ι = lim
r→ 0

2πr ( σy |θ= 0 ) （1）

由于 r→ 0 条件下裂纹尖端应力与位移无法直

接计算得到，采用外推法选取靠近的几个点 ri通过

式（2）求出其应力强度因子。通过裂尖位置点进

行外推获得裂尖应力强度因子，如图 8 所示。

K Ι = 2πr σy （2）
获得这些数据点 K Ιi后，通过最小二乘法以三

次项来拟合 ri与K Ιi之间的关系如式（3）所示。

K͂ Ι = B 3 r 3 + B 2 r 2 + B 1 r+ B 0 （3）
式中：K͂ Ι 为拟合的应力强度因子，当 r= 0 时，K Ι ≈
K͂ Ι = B 0，即拟合三项式的截距为裂纹尖端的应力

强度因子。

在静力加载下，通过 ABAQUS 软件分析模块

输出裂尖应力强度因子，但由于本文采用随机振

动环境下的裂纹扩展，无法采用现有的模块进行

计算，因此将裂纹定义为裂缝，建立由初始裂纹

1. 5 到 10. 0 mm 每隔 0. 5 mm 共 19 个含裂纹悬臂

梁模型。悬臂梁试件有限元模型如图 9 所示，预置

缺口根据试件实际情况模拟，后续振动下的裂纹

扩展部分采用裂缝。

对裂纹结构进行外推法需要对裂纹尖端进行

网格加密，整体网格尺寸为 1. 00，裂纹尖端网格尺

寸为 0. 05，网格单元类型为 C3D8 六面体单元，如

图 10 所示。为验证该网格单元的合理性，采用

C3D8R 单元对比，其一阶模态频率为 179 Hz，与原

有网格误差为 1. 7%，验证 C3D8 网格在本文试验

条件下具有足够的适用性。

由于有限元分析为频域下的功率谱密度加

载，因此得到的裂纹尖端 ri 位置的应力响应 σyi 也
为功率谱密度，平稳随机过程的均方根值可以反

映整体频域下的响应水平，因此通过应力响应的

功率谱密度求得其均方根值，通过应力的均方根

值可以计算应力强度因子的均方根值。

K Ιrms = 2πr σyrms （4）
式中：K Ιrms 为应力强度因子均方根；σyrms 为应力的

均方根。

结合 python 程序提取裂纹尖端各点的应力功

率谱密度，通过最小二乘法拟合得到不同裂纹长

度的应力强度因子均方根值。裂纹扩展过程中   
选取的裂纹长度为 2. 0，4. 5，7. 5，10. 0 mm 的含裂

纹构件的应力云图如图 11 所示。

图 8 裂纹尖端应力

Fig. 8　Crack tip stress

图 9 含裂纹悬臂梁模型

Fig. 9　Cantilever beam model with cracks

图 10 裂纹尖端网格

Fig. 10　Crack tip mesh
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（a） 裂纹长度 2. 0 mm 的应力均方根值云图

（b） 裂纹长度 4. 5 mm 的应力均方根值云图

（c） 裂纹长度 7. 5 mm 的应力均方根值云图

（d） 裂纹长度 10. 0 mm 的应力均方根值云图

图 11 不同裂纹长度的应力云图

Fig. 11　Stress cloud for different crack lengths

通过有限元计算可以得到不同裂纹下悬臂梁

一阶模态的变化，试验中一阶模态数据与有限元

对比结果如图 12 所示，可以看出：通过有限元计算

得到的不同裂纹长度的模态与试验中模态变化趋

势一致，其中有限元仿真结果最大误差为 5. 46%，

验证该方法满足要求。

通过拟合得到的不同裂纹长度应力强度因子

与裂纹长度的关系如图 13 所示。

2. 1. 2　基于Hudson理论的时域应力强度因子计算

对于振动疲劳问题，常用方法即为频域解法

与时域解法。由于随机振动时域下响应数据相较

频域过于庞大，因此采用外推法计算时域应力强

度因子计算量较大。本文提出一种基于 Hudson 理

论的时域应力强度因子计算方法。

在理想的结构尺寸与边界条件下，计算应力

强度因子通过式 K Ι = σ πa f结合几何修正系数

与加载端应力求解应力强度因子，但对于复杂结

构通常采用有限元外推法等确定裂尖应力强度因

子。依据简化计算方法［15-16］，即通过结构危险点处

名义应力作为 σ，结合公式 K Ι = σ πa f 可以求解

应力强度因子，悬臂梁受弯下的形状修正函数 f：

f ( ξ )= 1.122 - 1.40ξ+ 7.33ξ 2 - 13.08ξ 3 + 14.0ξ 4

（5）
式中：ξ= a  h，a为裂纹长度，h为试件厚度。

在随机振动环境下求解出的名义应力响应为

功率谱密度形式，采用逆傅里叶变化法（如式（6）
所示），通过 Matlab 编程将频域下的名义应力响应

转化为时域下的响应。

图 13 外推法下应力强度因子与裂纹长度的关系

Fig. 13　Relationship between SIF and crack 
length under extrapolation method

图 12 有限元与试验模态的变化对比

Fig. 12　Comparison of FEM and experimental modal
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X ( k )= ∑
n= 0

M- 1

x (m ) e- j2πkm/M     ( k= 0，1，⋯，M- 1 )

X (m )= 1
M ∑

n= 0

M- 1

x ( k ) ej2πkm/M  (m= 0，1，⋯，M- 1 )

（6）
式中：X ( k )为有限的随机频域过程；X (m )为其对

应的时域过程。

结合该方法计算裂纹从 1. 5 到 10. 0 mm 每间

隔 0. 5 mm 下各长度的裂尖危险点的名义应力，通

过逆傅里叶变换得到时域响应。裂纹扩展过程    
中 从 所 有 裂 纹 长 度 中 选 取 的 2. 0，4. 5，7. 5 和        
10. 0 mm 的危险点名义应力时域图如图 14 所示。

（a） 裂纹长度 2. 0 mm 的名义应力时域图

（b） 裂纹长度 4. 5 mm 的名义应力时域图

（c） 裂纹长度 7. 5 mm 的名义应力时域图

（d） 裂纹长度 10. 0 mm 的名义应力时域图

图 14 不同裂纹长度的名义应力时域图

Fig. 14　Time-domain plots of nominal stresses for 
different crack lengths

文献［17］给出了一种应力均方根求解的方

法，可以结合该方法求解随机载荷下的应力强度

因子。
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ê ù
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N ∑

i= 1
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( σmin )2

1 2

R rms = σmin .rms

σmax .rms

（7）

式中：σmax 与 σmin 分别为随机加载应力中的最大与

最小值；N为总循环数。

应力均方根求解方法忽略了随机载荷间的协

同效应，但由于功率谱密度加载本身随机性较大，

不同时域过程下的载荷顺序有所变换，因此可以

用于求解时域下的应力强度因子，确定载荷应力

后通过 K Ι = σ πa f 计算应力强度因子。由于试

验加载的功率谱密度为零均值随机过程，R= -1，
因此 ΔK= Kmax。

基于时域法求解出的应力强度因子与裂纹长

度的关系如图 15 所示。

2. 2　疲劳裂纹扩展模型

由于随机振动的功率谱密度为零均值随机过

程，因此应力比为-1，采用 Paris 公式适用于描述

该条件下的裂纹扩展行为［13］。通过 Paris 公式计算

每一阶段裂纹扩展寿命如式（8）所示。

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ai+ 1 = ai + CΔK m
i

ΔNi =
Δai
CΔK m

i

N= ∑ΔNi

（8）

式中：C与 m为材料的固有属性；ai为结构裂纹长

图 15 时域法下应力强度因子与裂纹长度的关系

Fig. 15　Relationship between SIF and crack 
length under the time-domain method
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度；ai+ 1 为在 ΔNi 个循环后的裂纹长度，当 ai 达到

试验中的临界裂纹长度认为结构失效，此时的总

循环数为N。

2. 3　裂纹扩展寿命预测与试验对比分析

2. 3. 1　试验裂纹扩展曲线处理

由于在试验中获取的裂纹扩展数据为时间与

裂纹长度的关系即 a-T曲线，为了与估算寿命进行

对比需要转化为 a-N曲线。随机振动疲劳中时间

与循环数通过峰值期望穿越率进行转换。

ì
í
î

ΔNi = VpΔti
N= ∑Δti

（9）

VP = m 4

m 2
（10）

式中：N为总等效循环；Vp为功率谱密度的峰值期

望率（单位时间内的峰值数）；mi为功率谱密度的 i

阶谱矩。

带入裂纹扩展试验的功率谱密度可得 Vp =
m 4 m 2 = 154. 92，因此试验下的 a-N 曲线如图

16 所示，可以看出：三个试件的裂纹扩展寿命

接近。

2. 3. 2　随机振动裂纹扩展寿命预测

根据文献［18］，7075-T6 铝合金的裂纹扩展参

数 C为 1. 778 × 10-7，m为 2. 986。将外推法中应

力强度因子与时域应力强度因子带入 Paris 公式求

解出两种方法下的 a-N寿命估计曲线如图 17 所

示，可以看出：通过频域外推法估算的裂纹扩展曲

线在试验结果左侧即寿命小于试验值，而基于

Hudson 理论的时域法获得的寿命值均大于试验

值，因此频域外推法相较于时域法为保守估计。

两种方法在裂纹长度达到 11 mm 时，频域外推法

的误差为-15. 26%，时域法的误差为 11. 6%，裂

纹扩展寿命对比如表 4 所示。

从表 4 可以看出：基于 Hudson 理论的时域法

的试验误差更小，估计寿命更准确。频域外推法

在裂纹扩展初期载荷循环数不到 50 000 与试验值

差距较大，时域法可以更精确模拟随机振动下的

裂纹扩展行为，因此该方法有更好的适用性与准

确性。

3　结  论

1） 本文设计含裂纹的悬臂梁结构进行振动疲

劳裂纹扩展试验，记录试验件的 a-T曲线及一阶固

有频率随裂纹长度的变化，试验完成后对三种试

件进行了疲劳断口观察，裂纹扩展区中达到共振

时的疲劳条带宽度增加。

2） 采用频域下外推法及基于 Hudson 理论的

时域法研究了随机振动环境下的应力强度因子，

给出了两种方法下应力强度因子与裂纹长度之间

的关系。

3） 将不同方法得到的应力强度因子结合 Paris
公式对试验环境下的振动裂纹扩展进行预测，并

与试验所得的 a-N曲线进行对比，其中基于 Hud⁃
son 理论的时域法的试验误差更小为 11. 6%，适用

性更强。

表 4　裂纹扩展寿命对比

Table 4　Crack growth life comparison

裂纹长度/mm

11

载荷循环数

频域外推法

212 871

时域法

279 030

试验均值

251 233. 6

图 17 预测结果与试验曲线

Fig. 17　Predicted results vs.  test curves

图 16 试件裂纹扩展 a-N曲线

Fig. 16　Crack extension a-N curve of specimen
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